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Vorwort

Dies ist das Skript der im Sommersemester 2015 am Institut fiir Mathematik der
Universitit Augsburg gehaltenen Vorlesung. Insbesondere die im Literaturver-
zeichnis angegebenen Quellen werden ohne weitere Kennzeichnung verwendet.

Das Ziel dieser Vorlesung ist es, eine Einfithrung in Probleme der Mathema-
tischen Kontrolltheorie fiir nichtlineare Systeme zu geben. Im vorausgegange-
nen Wintersemester ist die Theorie linearer Kontrollsysteme behandelt worden.
Da viele Systeme jedoch durch nichtlineare Differentialgleichungen beschrieben
werden, haben wir die Beschrinkung auf lineare Systeme damit begriindet, dass
man zunéchst in einem Gleichgewicht (dem Arbeitspunkt) linearisiert und dann
die Eigenschaften des linearen Kontrollsystems diskutiert und hierfiir einen Reg-
ler entwirft. Dabei kann man zum Beispiel die Nichtlinearitéten als Unsicherhei-
ten im linearen System auffassen, die durch Methoden der robusten Regelung
einbezogen werden.

Naturgemif konnen lineare Modelle nichtlineare Phiéinomene nicht angemes-
sen widergeben. Insbesondere sind sie nur bei hinreichendend kleinen Abwei-
chungen von Gleichgewicht valide. Will man also globalere Aussagen gewinnen
und vielleicht sogar Nichtlinearitéiten fiir die Regelung ausnutzen, so muss man
auch nichtlineare Kontrollsysteme analysieren. Ein weiterer Grund ist, dass aus
mathematischer Sicht nichtlineare Kontrollsysteme sehr interessante Studienob-
jekte liefern.

Standardreferenzen fiir nichtlineare Kontrolltheorie sind neben Sontag [12]
die Biicher Isidori [5] und Nijmeijer and van der Schaft [10]. Weitere Referenzen
werden im Lauf der Vorlesung angegeben.
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Kapitel 1

Output-Regulierung
linearer Systeme

In diesem Kapitel werden einige Ergéinzungen zur linearen Kontrolltheorie ge-
liefert, das Servoproblem sowie das Problem, Outputs zu stabilisieren, wenn
Storungen auf das System wirken. Letzteres Problem haben wir im vorangegan-
genen Semester im Rahmen des Disturbance Decoupling Problems behandelt.
Dabei wurden die Stérungen, ohne weiter Struktur, als beliebige stetige Funk-
tionen angenommen. Jetzt werden wir wesentlich stéirkere Annahmen an die
Struktur der Storungen machen.

Das Servoproblem besteht darin, ein vorgegebenes Referenzsignal zu ver-
folgen. Dabei soll dieses Signal Losung einer Differentialgleichung sein, also von
einem sogenannten Exosystem erzeugt werden.

Bei der Output-Regulierung soll der Output gegen Null konvergieren,
unabhiéingig von Storungen, die auf das System wirken. Auch hier wird ange-
nommen, dass die Storungen von einer Differentialgleichung erzeugt werden.
Natiirlich sind auch Kombinationen dieser beiden Probleme moglich. Bevor wir
zu einer Formalisierung dieser Probleme (im Rahmen der linearen Kontrolltheo-
rie) kommen, soll das folgende einfache Beispiel zur Illustration dienen.

Beispiel 1.1 Gegeben sei ein skalares Kontrollsystem, auf das konstante Sto-
rungen wirken. Fs soll eine Sinus-Funktion nachgefahren werden. Das System
habe die Form

$.1 =a;1x1 + blu(t) + a14d(t), z1 (t) = $1(t)

mit Konstanten air,a14,b1 € R und Stérungen d(t). Das Referenzsignal sei
r(t) = sinwt fiir bekanntes w > 0. Gewiinscht ist, dass fiir den Tracking-Fehler
z1(t) — r(t) — 0 fir t — oo gilt. Das Referenzsignal ist die Losung x2(t) der
Differentialgleichung
j,’g = {L'3,$3 = —w2x2

mit Anfangsbedingung x2(0) = 0, 23(0) = w. Die Stérungen d(t) sollen konstant
sein, mit unbekannter Grife. Das heifit, sie werden erzeugt von der Differenti-
algleichung

4 =0, also d(t) = z4(t).

1



2 KAPITEL 1. OUTPUT-REGULIERUNG LINEARER SYSTEME

Dann bezeichnet man das System mit Zustandsvariablen (x2,x3,x4) als Exosys-
tem und das Gesamtsystem ist

ii?l a1 0 0 ai4 I b1
To | 0 0 1 0 To 0
i |~ 0 —w? o o0 z | T o | MO
i‘4 0 0 0 0 i Ty 0
mit zu regelndem Output

s
_ _ L2
z(t) =[1,-1,0,0] 5
L :L,4

Dazu kann eventuell ein gemessener Qutput y(t) kommen, der fiir die Regelung
verwendet werden kann.

Ziele sind

- Output-Regulierung, also z(t) — 0 fiir ¢ — oo (im Weiteren sagen wir
auch einfach, dass z(t) stabil sein soll);

- Interne Stabilitét, das heifit, fiir den Anfangswert 0 des Exosystems und
beliebige Anfangswerte des Regelsystems soll Stabilitéit gelten.

Wir verallgemeinern und formalisieren das Problem folgendermaflen.
Das Exosystem 3 sei gegeben durch eine Differentialgleichung

i‘l(t) = Alibl(t) in Xl. (1.1)
Das Regelsystem (die Strecke) 3o sei gegeben durch

j?g(t) = A3.%‘1(t) + Agxg(t) + Bgu(t) in Xy
y(ﬁ) = C1.’L‘1(t) + 02262(15), (12)
Z(t) = Dll'l(t) —+ DQIL’Q(ZL) + Eu(t),

dabei sind X7, X5, YV, und Z endlich-dimensionale Vektorriume mit n; = dim A7,
ng = dim X5 und dim Z = r. Entsprechend sind A;, C; und D; lineare Abbildun-
gen zwischen diesen R#umen. Ferner bezeichnen wir y(t) € ) als gemessenen
Output und z(t) € Z als zu regelnden Output.

Das Gesamtsystem ¥ auf X := X} x Xy kénnen wir mit

A= [ fx; 122 ] B [ ];’2 } C=[C1,Co, D= [D1,Ds]  (13)

auch kurz schreiben als
= Ax+ Bu, y=Cxz, z= Dx + Fu.

Zun#chst betrachten wir das System mit u(t) = 0, also ohne Kontrolle.

Das System 3 heifit dann

- endostabil, falls ¥y stabil ist, also fiir z1(0) = 0 und z2(0) beliebig, ist
x2(t) stabil;

- Output-reguliert, falls z(¢) stabil ist fiir alle Anfangswerte von X.

Offenbar ist 3 genau dann endostabil, wenn fiir die Eigenwerte spec(A4y) C
C_ := {z € C,Rez < 0} gilt. Fiir die Eigenschaft, Output-reguliert zu sein,
liefert das folgende Lemma eine Charakterisierung.



Lemma 1.2 Gelte spec(Az) C C_. Das System mit u(t) = 0 ist Output-
requliert, falls eine lineare Abbildung T : X1 — Xy existiert mit

TA, — AT = Az und D1 + DT = 0. (14)
Ist Ay antistabil, das heifst, spec(A1) NC_ =0, so ist dies auch notwendig.
Beweis. Betrachte v := x5 — T'zq (fiir beliebige Losungen x1 und xs). Dann gilt

U= j:Q — Tl‘l = Agl’l + AQZ‘Q — TA1£E1 = AQ’U + (AQT — TAl + Ag)l‘l,
z = Dlxl + DQ.Z‘Q = DQU + (D1 + DQT).Z‘l. (15)

Ist T Losung von (1.4), so reduziert sich dies auf
v = Asv, z = Dov.

Weil v(t) stabil ist, folgt, dass z(t) stabil ist, das System also Output-reguliert
ist.
Ist A; antistabil und das System Output-reguliert, so folgt

spec(A1) Nspec(4z) = 0.

Dann besagt der Satz von Sylvester (siehe z.B. Trentelman, Stoorvogel, Hautus
[14, Theorem 9.6]) gerade, dass die erste Gleichung in (1.4) fiir jedes As (genau)
eine Losung T besitzt. Um zu zeigen, dass auch die zweite Gleichung in (1.4) er-
fiillt ist, betrachte (1.5). Weil v(¢) und z(t) stabil sind, ist auch (Dq + D2T)x1(t)
stabil. Weil A; antistabil ist, folgt, dass Dy + DT = 0 sein muss. =

Wenn die Bedingungen von Lemma 1.2 nicht erfiillt sind, soll ein Regler
konstruiert werden, so dass das closed-loop-System (der geschlossene Regelkreis)
die Bedingungen erfiillt. Dafiir betrachten wir Regler I" der Form

w(t) = Kw(t) + Ly(t), u(t) = Mw(t) + Ny(t), (1.6)

mit geeigneten linearen Abbildungen K, L, M, N. Der geschlossenen Regelkreis
soll eine (Kaskaden-)Verkniipfung ¥.; des Exosystems ¥, und X o sein, wobei
Y9 o die Feedback-Verkniipfung von 35 und I' ist, gegeben durch 3. 1= [x2, w]T
mit

:tZe(t) = AQe-TQe(t) + A?)exl(t)u
Z(t) = Dlexl(t) + Dzexge(t),

wobei

o A2 -I-BQNCQ BQM :| 7 Age — |: Ag +B2N01 :| 7 (17)

Aze = LCs K LC,
Dge = [D2+ENCQ,EM], Dle = D1 +EN01
Wir nennen T' einen Regulator, wenn X endostabil und Output-reguliert ist.

Nach Lemma 1.2 existiert solch ein Regulator T' = (K, L, M, N), wenn Ay, stabil
ist und die Gleichungen

TeAl - AQETE = A3€7 DQETE + Dle =0 (18)

eine Losung T, besitzen. Ist A; antistabil, so ist dies auch notwendig. Im Fol-
genden definieren wir A, B und C analog zu (1.3), £y durch X5  ersetzt wird
(also A durch As. etc.).
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Theorem 1.3 Es sei (Ag, Ba) stabilisierbar und (C, A) sei asymptotisch beob-
achtbar (auch entdeckbar genannt). Dann existiert ein Regulator, falls die Glei-

chungen
TA; — AT — BV = A3, Dy + DT+ EV =0 (1.9)

eine Losung (T, V) besitzen.

Genauer: Seien G : Y — X mit spec(A+ GC) C C_ und F5 : X — U mit
spec(As + BoFy) C C_ und Fy := —F2T +V, F = (Fy, Fy), wobei (T,V) eine
Losung von (1.9) ist. Dann ist ein Regulator gegeben durch

W(t) = (A+ BF + GCYw(t) — Gy(t), u(t) = Fu(t). (1.10)

Beweis. Die folgende Uberlegung zeigt, wie man auf die Gleichung (1.9) kommt.
Sei A; antistabil und es existiere ein Regulator. Er erfiillt dann (1.8) fiir ein

T = { 5 } . Einsetzen von (1.7) in (1.8) liefert fiir den oberen Block der ersten

Gleichung
TA; — (A2 + BQNCQ)T — B MU = A3 + BoNCy

und die zweite Gleichung ist
Dy + (D3 + ENC3)T + EMU + ENCy = 0.

Dies zeigt, dass (T,V) = (T, NCoT + MU + NC}) eine Losung von (1.9) ist.
Sei jetzt (T, V) eine Losung von (1.9). Definiere einen Regler I' durch

(K,L,M,N):=(A+ GC + BF,—G, F,0),

also durch (1.10), wobei F' und G die Bedingungen von Theorem 1.3 erfiillen.
Wir behaupten, dass I' ein Regulator ist.
Um Endostabilitéit zu zeigen, definiere r := w — x und beachte

#(t) = Az(t) + BFw(t) = (A+ BF)x(t) + BFw(t) — BFxz(t)
= (A+ BF)z(t) + BFr(t)
und
r(t) = w(t) — #(t) = (A+ BF + GC)w(t) — GCx(t) — Az(t) — BFw(t)
= (A+ GCO)r(t).

Nach Wahl von G ist r(t) stabil. Ist 21(0) = 0, also x;1(t) = 0, so reduziert sich
die erste Gleichung auf

Ig(t) = (AQ + BQFQ)JIQ(t) + BQF’I"(t)
Es folgt (Ubungsaufgabe!), dass auch z5(t) stabil ist.

. S . I
Um zu zeigen, dass das System Output-reguliert ist, definiere U := [ T }

T
U
und (1.7) in (1.8) liefert, dass fiir die erste Gleichung

T, [ A+BNC BoM T As
U |t elon A+ BF + GC U |~ | =Goy

Dann erfiillt T, := } die beiden Gleichungen in (1.8). In der Tat, Einsetzen



gelten muss (beachte L = -G, K = A+ BF + GC,N =0und M = F).
Aus Fy = —F,T +V folgt FU = (Fy, Fy) j{ = F; + FbT = V. Daher

ist BoMU = ByFU = B3V und die obere Block-Gleichung gerade die erste
Gleichung in (1.9), also

TA; — AT — BV = As.
Die untere Block-Gleichung ist
UA, + GCT — (A+ BF + GC)U = —G(Ch,

also
G(C1+C,T—CU)+UA; — AU — BV =0.
Der Ausdruck in Klammern ist gleich 0, nach Definition von U und C' = (C1, C2).
Die restlichen Terme werden nach Definition von A = A0 ,B= 0
Az Az By
zerlegt in

I A B Al 0 1 N 0 V _ Al - Al _ 0
T |7V Ay A, T B, T | TA — A3 — AT — BV |
wegen der ersten Gleichung in (1.9).

Es bleibt die zweite Gleichung in (1.8) nachzuweisen. Sie ist wegen Da. :=
(Dy + ENC3,EM), D1, := D1+ ENC; und N=0,M = F

T

DZeTe +Dle = [DQ + ENCQ,EM] |: U

] + Dy + ENC,

=D;+ DT+ EFU
=D;+ DT+ EV =0.

Dies gilt wegen der zweiten Gleichung in (1.9). =

Bemerkung 1.4 Die Bedingung an Entdeckbarkeit des Gesamtsystems X kann
abgeschwacht werden zu Entdeckbarkeit des Systems Yo siehe Trentelman, Stoor-
vogel, Hautus [14, Section 9.1].

Bemerkung 1.5 Der Regulator I ist im Allgemeinen selber nicht stabil. Unter
den Voraussetzungen von Satz 1.8 muss nicht gelten, dass Matrizen F und G
existieren, so dass nicht nur A + BF und A + GC' stabil sind, sondern auch
A+ BF + GC. Ubungsaufgabe!

Ein mathematisches Problem wird héufig wohlgestellt genannt, wenn es auch
bei kleinen Storungen in den Parametern des Problems losbar bleibt. Dies ist
wichtig, wenn die Parameter durch Messungen bestimmt werden miissen. Man
kann zeigen, dass dies fiir das Regulator-Problem gilt.
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Kapitel 2

Akzessibilitat fiir
Nichtlineare Systeme

In diesem Kapitel diskutieren wir allgemeine nichtlineare Kontrollsysteme. Die
Kontrollierbarkeitseigenschaften solcher Systeme sind wesentlich komplizierter
als im linearen Fall. Deswegen beschriinken wir uns zunichst auf die Analyse
von lokaler Akzessibilitit, die im vorangegangenen Semester fiir lineare Kon-
trollsystem in Abschnitt 2.3 diskutiert worden ist.

Wir werden eine hinreichende Bedingung fiir lokale Akzessibilitéit herleiten,
die im reell-analytischen Fall auch notwendig ist. Im C°°-Fall ist sie nur ,fast”
hinreichend.

Zunichst beschreiben wir die allgemeine Klasse von Kontrollsystemen, die
wir betrachten werden.

&(t) = f(x(t),u(t), t €R, (2.1)
uwelU ={u:R-R™, u(t) € U fiir t € R, lokal essentiell beschréinkt} ,

wobei f: R™ x R™ — R” ist und ,lokal essentiell beschriinkt” bedeutet: (Lebes-
gue) messbar und auf jedem beschriinkten Intervall auBerhalb einer Nullmenge
beschriankt. Manchmal benutzen wir fiir die Menge der involvierten Vektorfelder
(zu konstantem u) die Notation

F={f(,u), ueU}.

Wir nehmen an, dass die Vektorfelder in F' stetig differenzierbar sind und dass
der Kontrollwertebereich U C R™ nichtleer ist und dass fiir jeden Anfangswert
2o € R™ und jede Kontrollfunktion u € U eine eindeutige (absolut-stetige)
Losung von (2.1) in folgendem Sinn existiert:

2(t) = 30 + /0 F@(r), u(r)) dr (2.2)

Diese Losung wird mit ¢(¢,z,u), t € R, bezeichnet und erfiillt ¢(0,z,u) = «.
Meist reicht es, stiickweise konstante Kontrollfunktionen zu betrachten, also

U= {u:R-R™, u(t) € U fir alle t € R, stiickweise konstant} .

Dann sind die zugehorigen Trajektorien o(-, z,u) stiickweise C''-Funktionen.

7



8 KAPITEL 2. AKZESSIBILITAT FUR NICHTLINEARE SYSTEME

Der folgende Satz von Carathéodory zeigt, dass die Wahl messbarer Kon-
trollfunktionen einen sinnvollen Lésungsbegriff fiir (2.2) liefert.

Theorem 2.1 Betrachte ein Kontrollsystem der Form (2.1) mit folgenden Ei-
genschaften:

(i) Der Raum U der Kontrollfunktionen ist gegeben wie in (2.1).

(i) Die Abbildung [ : R™ x U — R™ ist stetig.

(iii) Fiir jedes R > 0 existiert eine Konstante Lr > 0, so dass die Abschiit-
zung

[f (@1, u) = f(z2, u)|| < Lr [lz1 — 22l

fir alle z1,x2 € R™ und alle w € U mit ||x1||, ||z2]| , [|ul| < R erfallt ist.

Dann gibt es fiir jeden Punkt ro € R™ und jede Kontrollfunktion u € U
ein (maximales) offenes Intervall I mit 0 € I und genau eine absolut stetige
Funktion ¢(t,xo,u) = z(t), die die Integralgleichung

x(t) = zo + x(7),u(r)) dr
(t) 0 /0 f( ( )a ( ))
fiir alle t € I erfillt.

Die folgende Beobachtung rechtfertigt diese Definition: Da (¢, o, u) absolut
stetig ist, ist diese Funktion fiir fast alle ¢ € I nach t differenzierbar. Insbesondere
folgt also aus dem Satz, dass ¢(t,xo,u) die Differentialgleichung fiir fast alle
t € I erfiillt, d.h. es gilt $o(t, z0,u) = f((t, z9,u), u(t)) fiir fast alle ¢ € 1.

Bemerkung 2.2 Im Weiteren nehmen wir stets an, dass die Voraussetzungen
(i)-(%ii) von Satz 2.1 erfillt sind, werden dies aber nur in wichtigen Sdtzen
explizit formulieren.

Der Beweis von Satz 2.1 (auf den wir aus Zeitgriinden nicht néher eingehen)
verlduft dhnlich wie der Beweis des entsprechenden Satzes fiir stetige gewshnli-
che Differentialgleichungen, d.h. mit dem Banach’schen Fixpunktsatz angewen-
det auf einen passenden Funktionenraum. Er findet sich zusammen mit einer
Einfithrung in die zugrundeliegende Lebesgue-Mafitheorie z.B. in dem Buch
Mathematical Control Theory von E.D. Sontag [12, Anhang C].

Die Definition von Erreichbarkeitsmengen, zum Beispiel,

OF(z) ={p(T,z,u) luelU},T >0,z € R"

und lokaler Akzessibilitéit (und von Kontrollmengen) sind analog wie im linearen
Fall.

Definition 2.3 Das System (2.1) ist lokal akzessibel in x € R™, falls fiir alle
T>0

intOZ . (z) = int{o(t, z,u), 0 <t <T undu €U} # 0 und
intO_p(z) = int{y € R", o(t,y,u) =z, 0 <t <T und u € U} # 0.

Das folgende Beispiel zeigt, dass bei Linearisierung wesentliche Information
verloren gehen kann.



Beispiel 2.4 (Das Einrad, the unicycle) Betrachte in R? ein Einrad, das
beschrieben wird durch die Koordinaten in R? und den Winkel zur x1-Achse, also
mit Zustand (x1,za,x3) € R? x S'. Die Steuerung sind die Vorwdirtsgeschwin-
digkeit w1 und die Drehgeschwindigkeit us. Man erhdlt die Differentialgleichung

T1 = uq COS X3,

j?Q = U1 SiIlZL'g,

j33 = U3.
Also
COS T3 0
= | sinxs |ui+ | 0 | us.
0 1

Das im Gleichgewicht x = (0,0,0)T,u = (0,0) linearisierte System ist
1 0
T = 0 up + 0 u2.
0 1
Wegen &9 = 0 kann man diese Zustandskoordinate nicht verdndern, das System
bleibt auf der Linie xo = 0 in R2. Wir erhalten fir das Einrad
&= gi(x)ur + g2(x)uz
mit den Vektorfeldern

COS T3 0
gi(z) = | sinzsz |, ga(z) =] 0
0 1

und den zugehdrigen Flissen ¢1(t, x) und p2(t,x),t > 0. Zusdtzlich zu den ent-
sprechenden beiden Richtungen gibt noch eine dritte, unabhdngige Bewegungs-
richtung! Sie erhalt man durch Vorwdrts- und Riickwdrts-Rangieren. Betrachte

Y(t,z) = pa(—t, p1(—t, p2(t, p1(t, 2))))-

Welche Richtung gehort dazu? FiirTaylorentwicklung in t = 0 berechnet man bei
Start in 2° = (29,29, 29T mit u = (1,0), dann u = (0, 1),

29 + tcos a9 29 + tcos a9
01(t,0) = | 2§ +tsinad |, pa(t,o1(t,z)) = | 23 +tsinad |,
) )+t

weiter mit u = (—1,0)

29 + tcosxl — tcos (xg + t)
1(—t, pa(t, p1(t,2))) = | 29+ tsinal — tsin (2§ +t)
0
T3+t

Wir erhalten mit w = (0, —1)

29 + tcos 2] — tcos (mg +t)
w2(—t, p1(—t, a(t, 01(t,2)))) = | 2§ +tsinxd — tsin (xg + t)
0 _
.’L'g +t t
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Taylorentwicklung (o(t?) =Terme héherer Ordnung) zeigt

sin (29 +t) = sinaf + t cos 2§ + o(t?),

cos (2§ +t) = cos 2§ — tsina§ + o(t?).

Daher
—sinz§
902(*75,901(7@ QDQ(t’Qol(tv‘r)))) = 1,0 +t2 COSZCg +0(t2)'
0
sin x3
Also erhdlt man die Richtung gs(x) = | —cosxs |, die aber nicht linear, son-
0

dern im t2-Term auftaucht.

Wir benétigen eine Verallgemeinerung von Kalmans Rang-Bedingung. Wir
folgen dabei Sontag [12]. Es wird sich herausstellen, dass diese Verallgemeine-
rung auch fiir unbeschrinkte Kontrollen nicht die vollstindige Kontrollierbarkeit
liefert, sondern nur lokale Akzessibilitéit. Es gibt - trotz vieler Einzelresultate
- keine allgemeinen Kriterien fiir vollstindige Kontrollierbarkeit nichtlinearer
Systeme.

Die folgenden Beispiele illustrieren den Unterschied zwischen Kontrollierbar-
keit und lokaler Akzessibilitiit.

Beispiel 2.5 Betrachte in R?
jil = u(t), j?g = x%
Das System ist fiir keinen Kontrollwertebereich U kontrollierbar, weil der po-

sitive Orbit O7(0,0) in {(z1,x2), z2 > 0} enthalten ist. Das System ist aber
lokal akzessibel: Wihle fiir T > 0

[ 1 fir te€l0,7]
uT(t)_{ 0 fir t>r7

Daher enthilt O%(0,0) eine offene Menge.
Beispiel 2.6 Betrachte in R?
1 = u1(t), T2 = ua(t)f(z1) mit (ui(t).us(t)) €U,
wobei f(x1) = 0 fir x1 < 0 und f(x1) > 0 fir x1 > 0 gelten soll; ferner sei
0 € intU C R2. Dieses System ist kontrollierbar in R?, aber nicht lokal akzessibel

fir (z1,22) mit x1 <0.

Beispiel 2.5 deutet bereits an, wie man eine hinreichende Bedingung fiir
lokale Akzessibilitéit in y € R™ herleiten kann. Wihle Kontrollwerte u', ..., u™ €
U und betrachte

(t) = f(x(1) = fla(t),w), 2(0) = y.
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Bezeichne die Losung mit etf '7y = ¢(t,y,u/) (diese Bezeichnung erinnert an
die Matrix-Exponentialfunktion, die Ahnlichkeit ist aber nur formal). Betrachte
dann fiir 7' > 0 die Abbildung

1,1

[0,7)" — R™, (t},..t") — Mo oet Ty,

Ist diese Abbildung stetig differenzierbar und hat die Ableitung vollen Rang in
(', ...,t"), so folgt aus dem Inversen-Funktionen-Theorem, dass eine Umgebung
von et o . oet'f y von y erreichbar ist. Zur Analyse der Ableitung dieser
Funktion und zur Formulierung von Kreners Theorem sind einige Vorbereitun-
gen notig, insbesondere Lie-Klammern von Vektorfeldern.

Es seien f und g glatte (C°°-)Vektorfeldern, definiert auf einer offenen Menge
O C R". Das Vektorfeld [f, g] auf O ist definiert durch

1.6)(2) = 2 g(a) (&) ~ 2 f(@)g(a)
wobei a%g(x) bzw. a% f(x) die jeweiligen Jacobi-Matrizen bezeichnet. Bei ge-
niigender Glattheit kann man auf die offensichtliche Weise auch iterierte Lie-
Klammern definieren, also zum Beispiel fiir Vektorfeldern f, g und h

(£ [g, h]]-

Ferner ist
[fvg] = *[gaf] und [f’f] =0.

Man beachte, dass die Lie-Klammer offenbar linear in jedem Argument ist, also

[fs9+h] = 1f, 9]+ [f R

Fiir eine Menge F' von glatten Vektorfeldern ist die von F' erzeugte Lie-Algebra
L(F) der kleinste lineare Raum von Vektorfeldern, der gegeniiber Lie-Klammer-
Bildung abgeschlossen ist, also

[f,g] € L(F) fiir alle f, g € L(F).

Die Berechnung von iterierten Lie-Klammern per Hand ist aufwindig und feh-
leranfiillig, aber im Prinzip immer durchfiihrbar. Allerdings sei betont, dass
Lie-Algebren, auch wenn sie von endlich vielen Vektorfeldern erzeugt werden,
im Allgemeinen keine endlich-dimensionalen Vektorrdume bilden. Fiir eine Lie-
Algebra L (einen linearen Raum von Vektorfeldern, der unter Lie-Klammern
abgeschlossen ist) sei

Ar(x) :={y € R", es gibt f € L mit y = f(z)}.

Wir nennen Ag(z), z € O, auch die von L erzeugte Distribution (von Unter-
ridumen im Tangentialbiindel).

Der folgende Satz von A. Krener gibt ein hinreichendes Kriterium fiir lokale
Akzessibilitéit an.

Theorem 2.7 Fir das Kontrollsystem (2.1) in R™ mit Vektorfeldern F, gelte
die folgende Akzessibilitits- Rangbedingung (ARC) in x € R":

dim Az py(x) = n. (2.3)
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Dann hat fir jede Umgebung N von x und jedes T > 0 die Menge
{pt,z,u) |0 <t <T,u el und o(t,z,u) € N firte[0,t]}
nichtleeres Inneres. Insbesondere ist das System lokal akzessibel in x, also
intOjS[T(x) #0 fiir alle T > 0.

Bemerkung 2.8 Offenbar ist die obige Bedingung dquivalent zu Appy(z) =
R™. Man sagt auch, dass die Distribution A in x den Rang n hat, also rang A(z) =
n.

Bemerkung 2.9 Ist das System reell-analytisch (d.h. die rechte Seite ist in eine
konvergente Potenzreihe entwickelbar) oder ist dim Az py(w) konstant fiir v €
R™, so gilt auch die Umkehrung. Im C°-Fall folgt aus der lokalen Akzessibilitdt
nur, dass die Rang-Bedingung auf einer offenen und dichten Teilmenge gilt.

Bevor wir uns dem Beweis zuwenden, illustrieren wir die Bedeutung dieses
Resultats. Fiir lineare Kontrollsysteme mit unbeschrinkten Kontrollen héngt
die Bedingung (2.3) eng mit der Kalman-Bedingung zusammen.

Proposition 2.10 Fir @ = Az + Bu in R™ gilt (2.3) in jedem x € R™ genau
dann, wenn

rang [B, AB, ..., A" 'B] = n.

Beweis. Hier ist F' = {Az+ Bu, u € R™}. Fiir u = 0 erhélt man das Vektorfeld
Ax. Wegen der Linearitit ist fiir u € R™

[Az, Ax + Bu] = [Ax, Az] + [Az, Bu] = [Az, Bu].

Beachte nun, dass Bu ein konstantes Vektorfeld ist, wihle u als einen kanoni-
schen Basisvektor e; in R™, und bezeichne die i-te Spalte von B mit b;, also
b; = Be; Dann folgt, weil L(F') ein linearer Raum ist,

b; = (Ax + Be;) — Az € L(F).
Ferner berechnet man
[Az, Be;] = 0 Az — ABe; = Ab; € L(F).
Entsprechend ist
[Az, [Az, Be;]] = A%b;.
Man erhélt schliefllich , dass Az gy () alle Vektorfelder

Az, by, ooy by Aby, ooy Abyyy ooy AP0y AP,

enthilt. Gilt also das Kalman-Kriterium, so folgt (ARC).

Fiir die Umkehrung beachte, dass bei Hinzunahme von weiteren Lie-Klammern
AFb; k> n der davon aufgespannte Unterraum nicht mehr wichst, wegen des
Satz von Cayley-Hamilton. Gilt also (ARC) in z = 0, so folgt die Kalman-
Bedingung. m

Fir z # 0 ist die Bedingung (2.3) offenbar schwicher als die Kalman-
Bedingung, weil auch das Vektorfeld Az hinzugenommen wird.
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Eine wichtige Klasse von Kontrollsystemen sind bilineare Kontrollsysteme
in R™ gegeben durch

m

&= Ao+ Zui(t)Ai
i1

z(t) = A(u(®))z(t), (uit)) €U,

mit n x n Matrizen Ag, Ay, ..., Ay und U C R™.
Ein Beispiel liefert der Lineare Oszillator mit gesteuerter Riickstellkraft,

F4a+ (14 u(t)z = 0.

Beachte, das fiir bilineare Kontrollsysteme die Lie-Klammer durch den Kom-
mutator von Matrizen gegeben ist:

[A(w)e, A(v)e] = (A@)Aw) — A(u)A@w))« = [A(u) A(v) — A(v) Alu)e.

Man kann dies auch als Kontrollsystem auf dem Raum M = Gl(n,R) der inver-
tierbaren n x n Matrizen auffassen oder auf der Untergruppe, die durch Mul-
tiplikation der Einheitsmatrix mit den entsprechenden Fundamental-Matrizen
entsteht. Es entsteht also ein Kontrollsystem auf dieser (zusammenhéngenden)
Lie-Untergruppe G (mit rechts-invarianten Vektorfeldern). Es stellt sich her-
aus, das die Akzessibilitdts-Rangbedingung (2.3) fiir das System in R™ \ {0}
genau dann gilt, wenn sie fiir das System auf G gilt. Allgemeiner kann man
Kontrolltheorie fiir Systeme auf Liegruppen betreiben; hierzu gibt es eine gut
ausgearbeitete Theorie (siehe z.B. die Monographie von V. Jurdjevic [7]).

Fiir den Beweis von Theorem 2.7 benstigen wir einige Vorbereitungen. Dazu
diskutieren wir zunichst, wie das Umschalten zwischen Vektorfeldern zu kon-
stanten Kontrollen neue Richtungen generieren kann. Wir hatten den Fluss zu
einem Vektorfeld f auch mit

etz = p(t, x)

bezeichnet. Dann ist die Komposition zweier solcher Fliisse, die zu konstanten
Kontrollen auf [0,t1] und (¢1,t2] gehoren, gegeben durch

€t2g€t1f, t1,t2 € R.

Im Allgemeinen ist
elafet2gotef £ ethe(t1+t3)f,

weil die Fliisse nicht kommutieren miissen. Wir benétigen noch einige Konzepte
aus der Differentialgeometrie. Fiir eine stetige differenzierbare Abbildung f =
(fi, -, fa)T 1 O — R™ definiert auf einer offenen Menge O C R?, bezeichnen wir
mit f, die Jacobi-Matrix von f, betrachtet als eine Matrix-Funktion auf O. Das
heift, fiir jedes 20 € O ist f,(2°) € R"*? die in 2° ausgewertete Jacobi-Matrix,
deren (i, j)ter Eintrag gg]; w—g0 1St

Im Spezialfall p = n heifit solch eine stetig differenzierbare Funktion f Vek-
torfeld auf O. Im Weiteren nehmen wir immer an, dass Vektorfelder C*° sind.
Die Menge aller Vektorfelder auf O C R™ ist ein Vektorraum, bezeichnet mit
V(0).

Ist ¢ : O — R differenzierbar, so ist ¢.(z) = Ve(z) ein Zeilenvektor, der
Gradient von ¢, ausgewertet in z. Die Menge aller glatten (C'°°-)Funktionen
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¢ : O — R ist wieder ein Vektorraum, bezeichnet mit F(O). Fiir jedes f € V(O)
und jedes ¢ € F(O) ist Lyp € F(O) die Richtungs-Ableitung oder Lie-Ableitung
von ¢ entlang f,
(Lye)(x) = @ul(2) f(2)

(wie fiir Lyapunov-Funktionen). Man kann Ly als einen linearen Operator auf
F(O) auffassen. Zwei Vektorfelder f,g € V(O) sind genau dann gleich, wenn
Ly = Lg: In der Tat, aus Ly = L, folgt, dass fiir jede der n (linearen) Koordina-
tenfunktionen m;(z) = x; gilt: fi(x) = (Lym)(z) = (Lgm;)(x) = gi(x). Beachte,
dass Ly ein Differential-Operator erster Ordnung ist, wihrend die Komposition
L¢Lg:= Ly o Ly ein Operator zweiter Ordnung ist: es sei

0%
H(p o (8%89@)

LiLyp = Li(9sg) = (pu9)sf = 9" Hof + 0ugsf-
Weil H, symmetrisch ist, folgt
LiLgp—LgLyp = Ly, f—f.qp- (2.4)

Dies ist also wieder ein Differentialoperator erster Ordnung. Dann kann man die
Lie-Klammer folgendermaflen definieren.

die Hesse-Matrix. Dann folgt

Definition 2.11 Die Lie-Klammer von f,g € V(O) ist [f,g] = g«f — fvg €
V(O).

Mit dieser Notation bedeutet die Gleichung (2.4) daher

Lifg = LyLg — LgLy. (2.5)
Wir notieren, dass diese Operation linear in jedem ihrer Argumente ist und
[f, 9] = —lg, f]. Manchmal ist es bequem zu schreiben
adfg = [f7 g]

und ady als linearen Operator auf V(O) zu betrachten. Dies ist ein ,Differential-
Operator” beziiglich der Lie-Klammer in folgendem Sinn:

adylg, h] = [adyg, h] + [g, ad ¢ h]

fiir alle f, g, h. Diese Formel heifit auch Jacobi-Identitdt, insbesondere, wenn sie
in der dquivalenten Form (man beachte die zyklische Vertauschung von f, g, und
h)

[f.lg, b)) + [g, [h, f1] + [h, [f, 9] = O (2.6)

geschrieben wird. Der Beweis ist Ubungsaufgabe.
Wir notieren die folgenden weiteren Eigenschaften.

Lemma 2.12 Fir alle f,g € V(O) und alle ¢, € F(O) gilt:
(i) Li(p) = Ly(0) + o(Lgt));
(it) Log () = pLgi;
(iii) [of, 9] = ¥[f, 9] + (L) og — (Lgp)bf.
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Beweis. Ubungsaufgabe. m
Mit den obigen Bezeichnungen kann man die Definition einer Lie-Algebra
jetzt so fassen:

Definition 2.13 Fine Lie-Algebra (von Vektorfeldern auf O) ist ein linearer
Unterraum £ C V(O), der beziiglich der Bildung von Lie-Klammern abgeschlos-
sen ist, das heifit, [f,g] € L, falls f und g in L sind.

Fiir Teilmengen A C V(O) ist die von A erzeugte Lie-Algebra L(A) der
Durchschnitt aller Lie-Algebren, die A enthalten. Dieser (nichtleere) Durch-
schnitt ist eine Lie-Algebra, weil Durchschnitte von Lie-Algebren wieder Lie-
Algebren sind.

Lemma 2.14 Fir A C V(O) definiere
Ag = AvAk-i‘l = {[fug}v f € Ay und g€ A}7 k>0,

und Ass = UgpsoAr. Dann ist L(A) gleich dem linearen Abschluss von A,
also L(A) = (A).

Beweis. Es ist klar, dass (A) C L(A). Fiir die Umkehrung miissen wir zeigen,
dass (A ) eine Lie-Algebra ist, also abgeschlossen beziiglich Lie-Klammerbildung
ist. Weil [f, -] linear ist, miissen wir zeigen, dass

fE <Aoo> undgeAk:> [fvg] € <Aoo>

Weil auch [-, g] linear ist, reicht es zu zeigen, dass [f, g] € (Ax) fiir f € As und
g € Ag. Wir zeigen dies durch Induktion iiber &:

Fiir £ = 0 ist dies klar, weil fiir g € Ag = A und f € A, folgt [f, g] € Apta.
Die Behauptung sei jetzt bewiesen fiir alle Indizes kleiner oder gleich k. Wihle
f € Ax und g = [go, 1] € Ags1 mit go € A und g1 € A. Die Jacobi-Identitét
(2.6) liefert

[, 9] = [, 190, 911l = [[f, 90l 91] = [Lf; 911, go]-

Nach Induktionsannahme ist [f, go] € (A) und dann [[f, go], 1] € (Aso). Ahn-
lich liefert die Induktionsannahme, dass [[f,g1],90] € (Aw), zusammen also
9] € (). m

Dieses Lemma zeigt, wie man £(A) aus A erhélt.

Seien W C RP und O C R" offen. Wir nennen eine glatte Abbildung

M:W — O

eine Scheibe (slice) falls ihre Jacobi-Matrix M, (w) in jedem w € W den Rang
p hat. Ein Vektorfeld f € V(O) heifit tangential an M, falls fiir alle w € W
das Bild f(M(w)) im Spaltenraum von M, (w) ist, d.h. in dem von den Spalten
aufgespannten Unterraum von R"™.

Wir nennen auch das Bild von M als eine p-dimensionale Scheibe von O. Ist
M injektiv, so liefert es, differentialgeometrisch ausgedriickt, eine Karte fiir die
Untermannigfaltigkeit, die durch ihr Bild dargestellt wird. Tangentiale Vektor-
felder in diesem Sinn sind genau diejenigen, die im iiblichen Sinn tangential an
diese Untermannigfaltigkeit sind.

Proposition 2.15 Sei M : W — O eine Scheibe. Dann ist die Menge der an
M tangentialen Vektorfelder eine Lie-Algebra.
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Fiir den Beweis dieser Proposition benttigen wir das folgende Resultat (das
mit linearer Algebra und etwas Analysis bewiesen wird; siehe Sontag [12, Co-
rollary 4.1.6]). Man beachte, dass die Implikation (i7) => (i) offensichtlich ist.

Lemma 2.16 Fir eine offene Teilmenge W C RP betrachte C*-Funktionen
f+W —=R" und Q : W — R"*P_ fiir die der Rang von Q(w) konstant auf W
ist. Dann sind dquivalent:

(i) Fir jedes w € W gehort f(w) zum Spaltenraum von Q(w), also f(w) =
Q(w) o, fir ein a,, € RP.

(ii) Fiir jedes wo € W gibt es eine Umgebung Wy von wq und eine C*-Funktion
a: Wy — RP, so dass

fw) = Q(w)a(w) fir alle w e W.

Beweis. (von Proposition 2.15). Natiirlich ist die Menge der Vektorfelder, die
tangential an M sind, ein linearer Unterraum von V(O). Anwendung von Lemma
2.16 auf f o M und Q(w) := M,(w) zeigt, dass f genau dann tangential an M
ist, wenn es fiir jedes wy € W eine Umgebung Wy und ein glattes o : Wy — RP
gibt, so dass
f(M(w)) = M, (w)a(w) fir alle w € Wy.
Wiihle tangentiale Vektorfelder f, g und ein wy € Wy. Wir miissen zeigen, dass
[f, 9](M(wp)) im Spaltenraum von M, (wp) liegt. Wahle mit Hilfe von Lemma
2.16 eine Umgebung W, von wy und glatte a, 8 : Wy — RP, so dass fiir alle
w € Wy
f(M(w)) = My (w)e(w) und g(M (w)) = M. (w)5(w).

Wir werden

[, g](M(w)) = M, (w)[a, B](w) fiir alle w € Wy (2.7)

zeigen. Weil wg € W beliebig ist, folgt, dass [f,g] tangential an M ist, und
damit die Behauptung. Betrachte

f(w) := f(M(w)) = M. (w)e(w) und g(w) := g(M(w)) = M, (w)B(w).
Die Kettenregel liefert

(Nxw) = fe(M(w)) M (w), (§)(w) = g« (M (w)) M (w). (2.8)

Fir ¢ € 1,...,n sei e; der i-te kanonische Einheitsvektor; betrachte die glatte
Funktion
(ID,LZG;TMWOHR

Dann ist nach (2.7)
el f = eI M, (w)a(w) = Lap; und el § = el M, (w)B(w) = Lg;, (2.9)
und daher
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Ein analoges Argument liefert

el (fo9)(M(w)) = (LgLawi)(w).

Mit Liq,8) = Lalg — LgL erhalten wir

el [f, g)(M(w)) = (Lia i) (w) = e M (w)]er, B](w).

Weil dies fiir alle ¢ gilt, folgt (2.7) und der Beweis von Proposition 2.15 ist
vollstéindig. m

Im Weiteren fixieren wir eine offene Teilmenge O C R™ und eine Menge
A C V(O) von Vektorfeldern.

Definition 2.17 Ein k-Tupel (f1, ..., fx) in A ist nichtsingular in z° € O, falls
esto=(19,...t) € RE gibt, so dass fiir

?Tfk :D— 0O, t=(t1,...,t) — etefr etrigl

definiert auf einer offenen Menge D C R¥ mit 0 € D, die Jacobi-Matriz in t°
den Rang k hat.

Die Losung t — etf 20 ist C™, weil f eine C*°-Funktion ist, daher ist auch
® eine C'*°-Funktion. Das nichste Lemma, ist entscheidend fiir den Beweis von
Satz 2.7.

Lemma 2.18 Wenn fir die Lie-Algebra L(A) die Rang-Bedingung
rangl(A)(z%) = n

gilt, so gibt es ein nichtsingulires n-Tupel in z°. Ferner gibt es fiir jedes € > 0
ein t’ € R" mit 0 < t? < ¢ fiir alle i und f1,..., fn € A, so dass <<I>“J%ffn) (t9)
den Rang n hat.

Beweis. Wir kénnen annehmen, dass rangl(A)(x) = n fiir alle x € O gilt,
indem wir, wenn notig, O durch eine kleinere Umgebung von ¥ ersetzen. Fixiere
e > 0. Es sei k die grofite ganze Zahl, fiir die ein k—Tupel (f1, ..., fx) in A und

.....

[0,29] x ... x [0, 9]

definiert ist und rang (@fc?fk) (t°) = k erfiillt. Beachte, das k > 1 gilt, weil

*

es ein f € A mit f(2°) # 0 gibt (andernfalls sind alle Lie-Klammern gleich null,
woraus L(A)(z?) = 0 folgt). Fiir dieses 1—Tupel hat (@?0)*(0) = f(2") den
Rang eins.

Fiir den Beweis des Lemmas miissen wir k = n zeigen. Es seien (f1, ..., fx)
und t° € R* mit 0 < 9 < ¢, so dass rang (@jifjk) (t°) = k. Wegen der

*

Stetigkeit konnen wir annehmen, dass alle Eintriige von t° positiv sind. Wihle
eine Umgebung W C R¥ von t° (enthalten in O), so dass

rang (cpﬂ;fwfk)* (t) = k fiir alle t € W,
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und betrachte die Scheibe M := (b?ffk W — 0.

Behauptung: Jedes Element von A ist tangential an M.

Andernfalls gibt es f € A, so dass f(M(sp)) fiir ein s° € W nicht im Spal-
tenraum von M, (s") liegt. Betrachte das (k + 1)—Tupel

(fla ) fkaf)v

setze G = (p?im,fmf’ und nimm s! = (s%,0) = (s9,...,s%,0). Beachte, dass G
auf einer Umgebung von

[0,8)] x ... x [0,5%] x {0}
definiert ist. Wir berechnen die Jacobi-Matrix G, (s'). Wegen
Gt tps1) = eI M (1),

ist die Jacobi-Matrix beziiglich der Variablen ¢ gleich Q(tx+1)M.(t), wobei
Q(tx+1) die Jacobi-Matrix von x — e*+1/z ausgewertet in

x=M(t) =ele/r. ehrhigd

ist. Insbesondere erhilt man fiir (¢,5,1) = s' die Matrix M, (s). Die Ableitung
beziiglich ¢, 1 ist f(et*+1f M (t)), was ausgewertet in s gleich f(M(s%)) ist. Wir
schlieflen daraus, dass

(®5pr) (1) = M), M)

Dies hat den Rang k+1, weil die ersten k Spalten eine Matrix vom Rang & bilden,
denn M ist eine Scheibe und die letzte Spalte ist nicht im Aufspann der anderen.
Weil alle Eintriige von s! nichtnegativ und kleiner als ¢ sind, widerspricht dies
der Maximalitidt von k£ und die Behauptung ist bewiesen.

Daher sind alle Vektorfelder in A tangential an M, und Proposition 2.15
zusammen mit Lemma 2.14 zeigt, dass auch alle Vektorfelder in der Lie-Algebra
L(A) tangential an M sind. Wihle ¢ € W. Dann liegt f(M(t)) fir f € L(A) im
Spaltenraum von M, (t). Daher impliziert die Rang-Bedingung, dass rang M, (t) =
n, also folgt k = n wie gewiinscht m

Jetzt konnen wir den Beweis von Theorem 2.7 fithren. Wir zeigen zunéichst,
dass fiir ein Kontrollsystem, das durch die Vektorfelder F' = {f(-,u), u € U}
beschrieben wird, die Akzessibilitits-Rangbedingung

dim AL(F)(JZO) =n
impliziert, dass fiir jede Umgebung N von z und jedes T' > 0 die Menge
{o(t,z,u) |0 <t <T,u €U und o(1,z,u) € N fiir t € [0,¢]}

nichtleeres Inneres hat.
Beweis. (von Theorem 2.7) Nach Annahme gibt es eine endliche Teilmenge
A C F von Vektorfeldern, so dass

Ac(A)(Q?O) = Rn.

Es gibt ¢ > 0, so dass fiir alle f1,...f,, € A und alle ¢q,...,t, mit 0 < ¢; < € der
Wert efn/n. et1f120 definiert ist. Wir withlen solch ein ¢ mit e < T'/n. Lemma
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2.18 sichert, dass es Vektorfelder f; = f(-,u1), ..., fn = f(-,up) in Aund t° € R
mit 0 < ¢ < ¢ fiir alle i gibt, so dass

0
rang(®F, 5, )«(t") = .

Wir konnen annehmen, dass alle t? > 0 sind und @fcf £ (2°) € N. Das Inverse-

Funktionentheorem garantiert, dass das Bild unter (IJxO o von {(t1, s tn), 0 <

.....

t; < efiiri=1,...,n} eine offene Umgebung von <I>I (@ 9) enthilt. Naturhch
konnen wir annehmen dass diese Umgebung in N enthalten ist. Wegen

0

gf617~~~,fn (t) = etnf(-,un) 6t1f(~,U1)1,0 = Qo(tl +ot tmmovu)a

wobei u die Kontrollfunktion ist, die den Wert w; auf [0,¢1], den Wert us auf
[t1,t1 + t2] etc. hat, ist dieses Bild in dem positiven Orbit OZ,.(z°) enthalten.
Ferner kénnen wir die Zeiten so klein wihlen, dass diese Punkte alle in einer
vorgegebenen Umgebung N von ¥ liegen. Damit ist der Beweis von Theorem
2.7 abgeschlossen.

Es folgt auch die analoge Behauptung fiir negative Zeit: Die Bedingung (2.3)
impliziert, dass fiir jede Umgebung N von z° die Menge

{y € R" | es gibt T > 0,u € U mit 2° = (T, y,u), (t,y,u) € N fiir t € [0,T]}

nichtleeres Inneres hat. Fiir den Beweis betrachtet man das Zeit-umgekehrte
System & = — f(x,u). Wegen L(—A) = L(A) erfiillt es ebenfalls die Akzessibilitéits-
Rangbedingung. Daher haben die positiven Orbits fiir das zeitumgekehrte Sys-
tem nichtleeres Inneres. Sie stimmen mit den negativen Orbits des Originalsys-
tems iiberein. m

Bemerkung 2.19 Manchmal wird lokale Akzessibilitdt als die Figenschaft de-
finiert, dass fir alle Umgebungen N die Menge der Punkte, die mit Trajektorien
innerhalb von N erreicht werden kénnen, nichtleeres Inneres hat. Ist der Kon-
trollwertebereich beschrinkt, so ist dies dquivalent dazu, dass die Menge der
Punkte, die von x° bis zu einer beliebigen Zeit T > 0 erreicht werden kénnen,
nichtleeres Inneres hat.

Bemerkung 2.20 Die Lie-Algebra L(F') heifit auch die zu dem Kontrollsystem
gehorende Akzessibilitits-Lie-Algebra.

Wenn man fiir konkrete Systeme feststellen méchte, ob die Akzessibilitéits-
Rangbedingung erfiillt ist, ist die folgende Notation hilfreich: Wir wissen, dass
man Vektorfelder als Lie-Ableitungen auffassen kann, also f € V(O) wird mit

L :F(O) = F(O), ¢ — ¢uf

identifiziert. Speziell liefert

0
f=11
0
die partielle Ableitung von ¢ nach z;, denn ¢, f(z) = 8—“@ Deswegen schreibt

man das obige Vektorfeld auch als den Differentialoperator i
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Beispiel 2.21 Betrachte in R? mit U = R
Sil‘l == .’17%7 .’i?g = Uu.
Die Akzessibilitits-Liealgebra wird erzeugt von den Vektorfeldern
2 d 0 0
_ | T2 |, 2 Y _ v
t@)= | G | = tpm mia) = | | | =5

Man beachte, dass in x = 0 das Vektorfeld f wverschwindet. Man berechnet

fulz) = [ o } Lgu(2) = 0 und

e[ 5 )85 ] i

und

" sl =-rala=-| o o |18 ] -2

Daher ist der Rang der Akzessibilitdts-Liealgebra tberall gleich 2 und lokale
Akzessibilitit folgt. Offenbar ist das System nicht kontrollierbar, weil fiir jedes
20 = (29, 29)T € R? die erreichbare Menge enthalten ist in {x € R?| z; > 29}.

Manchmal impliziert die Akzessibilitéits-Rangbedingung schon die Kontrol-
lierbarkeit. Es sei daran erinnert, dass eine Teilmenge von R™ zusammenhéngend
ist, wenn sie keine echten abgeschlossenen und offenen Teilmengen enthéilt.

Proposition 2.22 Die Menge der Vektorfelder F' sei symmetrisch um 0, d.h.,
f € F impliziert —f € F. Dann gilt:

(i) Ist rangL(A)(2°) = n, so ist fiir jede Umgebung N von 2% der Punkt z°
im Innern der Menge

{o(T,z,u) | T >0,u €U und ¢(t,z,u) € N firte[0,T]}.

(ii) Ist M eine offene zusammenhingende Teilmenge von R™ und ist rangL(A)(x°) =
n fiir alle ° € M, so ist das System kontrollierbar auf M.

Beweis. (i) Betrachte, dhnlich wie im Beweis von Theorem 2.7, die Abbildung
(t1,ontn) —etndn e 120 0< o <t; <e,

mit f; € F und offenem Bild in R™. Nun fixiere (s, ..., $,) mit 0 < s; < € und
betrachte die Abbildung

(t1y ooy tn) — esn(=In) esihigsn(=fn)  et1fig0 <o <t; <e.
Weil e%(—fi) = ¢=5if: Homdomorphismen sind, folgt, dass das Bild dieser Ab-

bildung eine offene Menge ist, und 2 liegt darin, weil man ¢; = s; fiir alle
wahlen kann.
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(ii) Die Erreichbarkeitsmenge von z° ist nach (i) offen. Ist sie eine echte
Teilmenge von M, so ist sie nicht abgeschlossen in M. Also hat sie einen Rand-
punkt z in M, der nicht in dieser Erreichbarkeitsmenge liegt. Wieder nach (i) ist
die Erreichbarkeitsmenge von z eine Umgebung von z und schneidet daher die
Erreichbarkeitsmenge von 2°. Wegen F' = —F folgt, dass man von einem Punkt
in diesem Durchschnitt und damit von z° aus den Punkt z erreichen kann. Dies
ist ein Widerspruch zur Wahl von z. m

Beispiel 2.23 Betrachte ein Kontrollsystem, das Rotationen im R3 um einen
Punkt beschreibt (zum Beispiel fiir einen Satelliten). Die Kontrollen sollen Rota-
tion um die z-Achse und um die y-Achse erlauben. Die zugehiorigen Vektorfelder
(fiir Rotation entgegen der Uhrzeigerrichtung) sind

T —y T —z
fly|= x undg| v | = 0
z 0 z T
mit den Flissen
T cost —sint 0 T
etf Y = sint cost 0 y |,
z 0 0 1 z
x cost 0 —sint T
vl y | = 0 1 0 Y
z sint 0 cost z

Die Folge von Rotationen mit f (um die z-Achse) fiir w/2 Sekunden, mit g (um
die y-Achse) fir w/2 Sekunden und mit f fir —m/2 Sekunden (um die z-Achse)
hat eine andere Auswirkung als die Rotation mit g (um die y-Achse) fir w/2
Sekunden. Ersteres produziert eine Drehung im Uhrzeigersinn um /2 um die
x-Achse. Die Flisse kommutieren also nicht. Dies sieht man leicht geometrisch;
algebraisch ergibt es sich aus

T 0 1 0 0 0 -1 0 -1 0
e(=T/2)f o(7/2)g (7/2) f y = -1 0 0 01 0 1 0 0
z 0 0 1 1 0 0 0 0 1
1 0 O x T
=10 0 1 y | = z
0 -1 0 z —y
—z 0 0 -1 x
£ y — 01 0 y =e(™/2)9
T 1 0 0 z

Zum Nachpriifen der lokalen Akzessibilitdt in diesem Beispiel berechnen wir die
Lie-Klammer

[f,9l(z,y,2) = guf — fug
0 0 -1 —y -1 0 —z
=100 o z | - 0 0 0
1 0 0 0 0 T

<

<
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Entwicklung nach der ersten Spalte liefert

-y —z 0
det(f,g,[f,g])) =det | =z 0 =z =yrz —zyz = 0.
0 T -y
Ferner ist
[0 0 0O —y 0 -1 0 0
=10 0 1 T -1 1 0 O z
|0 -1 0 0 0 0 O —y
[0 —z z
= 0 — 0 = 0 = —g.
| —= 0 —x
Ferner ist
lg,[f. 9] = [f. 9]+g — 9:[[. 9]
[0 0 0 —z 0 0 -1 0
=0 0 1 0O —[0 0 O z
| 0 -1 0 x 1 0 0 —y
[0 y —y
=|lx |—-|0]|= T =f.
0 0 0
Entwicklung nach der letzten Spalte liefert
-y —z —z -y —z 0
det(f,g,[f,[f,9])=det| = 0 0 |=det| = 0 0 |=-2z2%.
0 r —x 0 r —2x

Daher ist die Lie-Algebra, die von f und g erzeugt wird, gleich der Menge aller
Linearkombinationen von f und g. Die Liealgebra-Rang-Bedingung ist verletzt.

Wir werden in den Ubungen eine (realistischere) Variante dieses Beispiels
analysieren. Hier bemerken wir nur, dass das obige System nicht lokal akzes-
sible ist, weil aus der lokalen Akzessibilitéit in jedem Punkt folgt, dass die
Akzessibilitéits-Rangbedingung auf einer offenen und dichten Teilmenge gilt (sie-
he Sontag [12, Theorem 11, p. 177]).

Ein relevante Klasse von Kontrollsystemen sind kontrollaffine Systeme; sie
haben die folgende Form.

a(t) = f(x(t), u®) = fo(z(t) + ur(t) fr(2(t) + ... & um () fm(2(1)),  (2.10)
veld={u=(uy;):R—R™ wu(t) eU fir t € R}.

Hierbei sind die f; glatte Vektorfelder auf R™; das Vektorfeld fy heifit Drift-
Vektorfeld f1, ..., fin heiBen Kontroll-Vektorfelder. Manchmal schreibt man auch
kurz

& = folz) + G(z)u
mit G = (f1,...fm) € R™*™. Fiir kontrollaffine Systems kann die Akzessibilitéts-
Lie-Algebra durch weniger Elemente erzeugt werden als im allgemeinen Fall.
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Proposition 2.24 Betrachte ein kontrollaffines System der Form (2.10), fiir
das der Kontroll-Wertebereich U C R™ die Null enthdlt und linear den R™ auf-
spannt. Dann erfillt die Akzessibilitits-Liealgebra, also die von F = {f(-,u), u €
U} erzeugte Liealgebra

C= E(F) = Ac(f()»fla 7fm)

Beweis. Es reicht, zu zeigen, dass die linearen Hiillen von {fo, f1, ..., fm} und
von F' iibereinstimmen. Nach Definition ist jedes Element in F' von der Form

flu) = fo+ Zuvfz
i=1

und ist daher natiirlich in der linearen Hiille der f;. Umgekehrt, mit u =0 € U
findet man fy € F' und daher ist fiir jedes u € U

G(IL‘)U = ulfl + ... +umfm = f('r’u) - f(:l?,O)

in der linearen Hiille von F. Um einzusehen, dass dies auch fiir jedes f;, i =
1,...,m, gilt, schreibe den iten kanonischen Basisvektor von R™ als Linearkom-
bination von Elementen aus U,

m
ei=ijuj,uj eU.

j=1

Dann ist f; = G(z)e; = 327, p;G(x)w/, also in der linearen Hiille von F. m

In Theorem 2.7 betrachten wir Mengen von Punkten, die in jeweils einer
Zeitrichtung (in positiver Zeit oder in negativer Zeit) erreichbar sind. Die Rang-
Bedingung impliziert auch Eigenschaften von Punkten, die in positiver und ne-
gativer Zeit kombiniert erreichbar sind., Dies ist eine klassische Konstruktion in
der Differentialgeometrie und fithrt zu Resultaten, die als Theoreme von Frobe-
nius und von Chow bekannt sind. Die definitive Version stammt von H. Suss-
mann und P. Stefan und ist als Orbit-Theorem bekannt. Es stellt fest, dass alle
Orbits Untermannigfaltigkeiten sind.

Auch viele in Anwendungen relevante Kontrollsysteme haben die Eigen-
schaft, dass Gehen in positiver und negativer Zeit erlaubt ist. Betrachte driftfreie
Systeme

(t) = ur(t) fr(x(t)) + ... + wupm (t) frn (z(t)) mit (ug,...,um) €U

wobei fiir den Kontrollwertebereich U = —U gilt. Dann erfiillt die Menge der
definierenden Vektorfelder

F={uifi+..+unfm, veU}

die Bedingung F' = F' und daher stimmt das zeitumgekehrte System mit dem
Originalsystem iiberein. Viele Systeme aus der Mechanik, wie das Einrad, Sa-
telliten oder Trailer, sind von diesem Typ.

Akzessibilitét ist eine viel schwichere Bedingung als vollstéindige Kontrol-
lierbarkeit. Trotz intensiver Forschung und vieler Spezialresultate sind keine all-
gemeinen notwendigen und hinreichenden Bedingungen bekannt (nicht einmal
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fiir bilineare Systeme ohne Kontrollbeschrinkungen) Sind Kontrollbeschrin-
kungen vorhanden, so wird vollstéindige Kontrollierbarkeit eher die Ausnahme
sein. Stattdessen sind maximale Teilmengen vollstéindiger Kontrollierbarkeit (al-
so Kontrollmengen) das angemessene Konzept.

Fiir lineare Systeme der Form

i = Az + Bu
fordert die Kalman-Rangbedingung, dass
rg(B,AB,..A" 'B) = n.

Ferner haben wir gesehen, dass die Akzessibilitéits-Liealgebra C = LA(F), die
von den Vektorfeldern f(x) = Az und g;(x) = b; = Be; erzeugt wird, die
Vektorfelder

[fa gz] = _ABa [f7 [fa g’L]] = A237 ooy [fa [.f7 ]a g%}] = (_l)nilAnilbi
enthilt, und dass die Akzessibilitéits-Rangbedingung in x dquivalent ist zu
rg(Az, B,AB,..A" " 'B) = n.

Fiir x # 0 ist diese Bedingung offenbar schwécher als die Kalman-Rangbedingung.
Auflerdem wissen wir, dass die Kalman-Rangbedingung sogar impliziert, dass
fiir jede Umgebung N von z die Erreichbarkeitsmenge

O r(x) ={o(T,a2°,u) | o(T,2°,u) € N fir 0 <t < T}

nichtleeres Inneres hat. Es liegt nahe, diese Eigenschaft fiir nichtlineare Systeme
zu untersuchen.

Definition 2.25 FEin Kontrollsystem der Form

&= folx) Furfi(x) + .. + Umfm(x) (2.11)

heifst lokal stark akzessibel, von ¥, wenn fiir jede Umgebung N von z° und jedes

T > 0 die Erreichbarkeitsmenge O}’T(x) nichtleeres Inneres hat.

Zur Charakterisierung dieser Eigenschaft fithren wir die folgende neue Lie-
algebra ein.

Definition 2.26 Es sei C = L(F) die Akzessibilitits-Liealgebra von (2.11).
Definiere Cy als die kleinste Liesubalgebra, die fi, ..., fr enthdlt und fir die

[fo, f] € Co fiir alle f € Cy.
Wir nennen Cy die starke Akzessibilitits-Liealgebra.
WEeil es sich um eine Liealgebra handelt, gilt fiir die Distribution
Agy(z) = {f(x) e R"[ f € Co},

dass f(z),g(z) € Ac,(x) impliziert [f, g](z) € Ac,(x). Eine Distribution mit
dieser Eigenschaft heifit involutiv.
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Man rechnet leicht nach, dass fiir ein lineares Kontrollsystem & = Ax + Bu
gilt
Co = span{b;, Ab;, ..., A" b i =1,...,m}
und daher
Ac,(z) =Im(B, ..., A" 'B).
Ahnlich wie fiir die Akzessibilitits-Liealgebra in Proposition 2.14 erhalten wir
fiir die starke Akzessibilitéits-Liealgebra die folgende Charakterisierung,.

Proposition 2.27 Jedes Element von Cy ist Linearkombination von iterierten
Lie-Klammern der Form

Xk, [Xk—1, [ [X1, fi]-]]], 1 <i<m,ke{0,1,...}
wobei Xj € {anfla"'afm}al S] < k.

Beweis. Sicherlich enthiilt Cy alle Vektorfelder der obigen Form. Um die umge-
kehrte Inklusion zu beweisen, miissen wir zeigen, dass fiir zwei Ausdriicke der
Form

(X [Xh—1, [ [ X0, fil ] und [Ye, [Xeon, [ (X S5 1D,

X;,Y; €{fo, f1,..., fm},1 < j <k, ihre Lieklammer in der linearen Hiille A von
Ausdriicken der obigen Form ist. Wir zeigen durch Induktion iiber k, dass dies
fiir alle £ gilt.

Fiir k = 0 ist dies klar, weil (wéhle Y1 := f;)

i Yes [ X, [ [Xs S]]

sicher eine iterierte Lie-Klammer der obigen Form ist. Die Behauptung sei be-
wiesen fiir all Indizes kleiner oder gleich k. Dann gilt wegen der Linearitéit im
zweiten Argument, dass fiir alle Indizes kleiner oder gleich k die Lieklammer
mit einem Element von A in A liegt. Fiir £ + 1 und

Y =Yy, [Xeo1, [, [ X0, fi]-]])
folgt mit der Jacobi-Identitit
[[Xk+l’ [Xk’ [X/ffl’ [7 [Xh fl]]”ay]

= —[Y, [Xbs1, [Xno [Xno1, [ [ X7, i)
= [Xpg1, [ X [Xim, o (X1, Fil DL YT 4 Xy (KXo, [ (X, fil D1 1Y X ]]

Nun ist nach Induktionsvoraussetzung
Xk, [(Xk—1,[-- [ X1, fi]..]]], Y] € A,

also
[Xk-‘rla [[Xk’ [Xk—lv [7 [Xh fJH]?Y] € Aa

wieder mit der Induktionsvoraussetzung,. Ferner ist [Y, X;+1] € A, also nach
Induktionsvoraussetzung auch

(Xk, [Xe—1, [ [X1, fil ] 1Y, Xeea]] € A

]
Der n#chste Satz liefert eine hinreichende Bedingung fiir starke Akzessibili-
tat.
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Theorem 2.28 Fiir das kontrollaffine System (2.11) gelte die starke Akzessibilitits-
Rangbedingung in © € R™

dim Co(2°) = n, d.h. Ac,(z) = R™.
Dann ist das System lokal stark akzessibel.

Beweis. Der Beweis kann durch den folgenden Trick auf den von Theorem 2.7
zuriickgefiihrt werden. Erweitere den Zustandsraum durch die Gleichung 7 = 1,
wobei 7 die Zeitvariable ist, so dass wir das folgende erweiterte System erhalten:

&= fo(x)+ Zuzfl(m)
i=1
F=1

definiert auf R" x R mit Zustand & = (z, 7), Drift-Vektorfeld fo = fo(z)Z +
£ und Input-Vektorfeldern fi = fi(z) 2. Es folgt, dass die Akzessibilitéits-
Liealgebra des erweiterten Systems fiir jedes 79

dim C(z°, 7°) = dim Co(z°) + 1

erfiillt: In der Tat, fir ¢ € {0,1,...,m},j € {1,...,m} ist die Lie-Klammer
[fis fi] = [fi,fj]a% und daher sind sind alle Vektorfelder der Form fa%,f €
Co, in C. Das Vektorfeld fy ist davon offenbar linear unabhiingig. Es folgt
dimC(z°,0) = dimCy(z°) + 1 = n + 1. Daher ist das erweiterte System lo-
kal akzessibel von (z°,0) und fiir jedes 7 > 0 und jede Umgebung N von z°
enthélt die erreichbare Menge R in N x (—&,T + €) eine offene Menge von
M x R. Daher gibt es eine nichtleere offene Teilmenge W C M und ein Intervall
(a,0),0 < a<b<T,so dass

W x (a,b) C R.

Sei 7 € (a,b). Weil W x {7} C R, erhalten wir, dass W C Of"(z°). Wir
kénnen auch die Zeit auf T adjustieren, indem wir noch die Lésungsabbildung
zur Zeit T — 7 zu irgendeinem Vektorfeld aus F' dahinterschalten. Dies ist ein
Homoomorphismus, wie die folgende einfache Proposition zeigt. m

Proposition 2.29 Es sei u € U eine zuldssige Kontrolle und betrachte fiir
20 € R" und T € R den Punkt 2° = o(T,2° u). Dann gibt es eine Umge-
bung V von z°, so dass die Abbildung o : x +— (T, z,u), definiert auf V ein
Homdoomorphismus auf sein Bild ist, das eine Umgebung von 2° bildet.

Beweis. Die stetige Inverse ist durch die Abbildung y — (=T, y,uw(T + -))
gegeben, weil
50(7Ta QD(T7 z, ’LL), U(T + )) =2

Fiir das folgende Resultat iiber Kontrollierbarkeit entlang von Trajektorien
siehe z.B. Sontag [12, (1st ed.), Lemma/Exercise 3.6.13].
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Theorem 2.30 Betrachte das kontrollaffine System
m
T = fo(l‘) + Zui(t)fi(ac), (ui)i=17___7m eu, (212)
i=1

in R™ und die Trajektorie (t,2°,0), t >0, zum Anfangswert 2° € R™ und zur
Kontrolle wu =0 € intU. Es gebe k € N und T > 0, so dass die folgende Matriz
ausgewertet in o(T,x°,0) den Rang n hat:

[f1eoes s adgo f1, oy adgy frn, oy ady f1, oo adb fn.

Dann ist das linearisierte (zeitabhdngige!) Kontrollsystem
i=1

mit Kontrollen uw € Lo ([0,T],R™) kontrollierbar auf [0,T] (das heifit, die Er-
reichbarkeitsmenge zur Zeit T bei Start in x = 0 zur Zeit t =0 ist R"™) und fir
das nichtlineare System gilt o(T,x°,0) € int Of (z).

Bemerkung 2.31 Der Beweis dieses Resultats basiert auf einer Rang-Bedingung
(dhnlich der Kalman-Bedingung) fiir Kontrollierbarkeit zeitabhdingiger linearer
Kontrollsysteme, die zur obigen Bedingung dquivalent ist. Diese Kontrollierbar-
keitsbedingung bedeutet, dass die stetig differenzierbare Abbildung

(u,z) — o(T,z,u) : Lo (0, T,R™) x R" — R"

eine surjektive Ableitung in (u = 0,2°) hat. Dann impliziert das Open-Mapping-
Theorem die zweite Behauptung.
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Kapitel 3

Input-to-State Stabilitit

In diesem Kapitel betrachten wir Kontrollsysteme, in die zusétzlich eine Stérung
w(t) eingeht, also Systeme der Form

&(t) = f(x(t), u(t), w(t)).

Zuniichst werden wir gestorte Differentialgleichungen der Form

&(t) = f(z(t), w(t)) (3.1)

betrachten. Hier ist f : R® x W — R", wobei W C R’ eine Menge zuliissi-
ger Storungswerte ist. Wie auch sonst werden spiter Kontrollsystem, die die
gewiinschte Stabilitéitsbedingung nicht erfiillen, durch geeignete Feedbacks mo-
difiziert. Die Menge der zuldssigen Storfunktionen w(t),¢ > 0, definieren wir
analog zur Menge U der zuliissigen Steuerfunktionen als

W= {w e L®R,RY) | w(t) € W fiir alle t}.

Wir setzen dabei vor aus, dass eindeutige globale Losungen o(t,xg,w) mit
©(0, 20, w) = xg € R™ existieren.

3.1 Definition der Input—to—State Stabilitit

Das Konzept der Input—to—State Stabilitéit (ISS) wurde 1989 von E. Sontag
eingefiihrt und hat sich seitdem als ein fundamentales Konzept zur Stabilitéts-
analyse gestorter nichtlinearer Systeme etablieren konnen.

Zur Motivation des ISS—Konzepts betrachten wir eine lineare Differential-
gleichung der Form

z(t) = Ax(t)

Ist diese Gleichung asymptotisch stabil, haben also alle Eigenwerte A von A
negativen Realteil, so gibt es fiir ¢ < maxRe A und jede Matrizen-Norm eine
Konstante ¢ > 0, so dass

HeAtH <ece %t > 0.
Betrachten wir nun die gestorte Gleichung

&(t) = Az(t) + Dw(t)

29
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mit einer Matrix D € R™*‘. Fiir die zugehorigen Losungen erhalten wir die
Abschitzung

t
ot 20, w) | < [[eao]| + H / A9 Duo(s)ds
0

t
< e~ o | + / ce=7=9) || D| |lw(s)|| ds
0

t
< ce ool + ¢ [D] Jul, [ e ds
0

c|D| o
Ll (1- )

< B(llzoll ;1) +7(lwll)

< ce ||zl +

. —0o ._ cllD —
mit 3 (||zo ,#) = e~ ||zo|| und y(s) := LPLs, 5 > 0und [jw] o, = [[w]] poo (041 50

g

Die Losung konvergiert also fiir ¢ — oo gegen den Ball mit Radius @ |w| -
Diese Eigenschaft wollen wir fiir nichtlineare Systeme verallgemeinern, indem

wir die wesentlichen Eigenschaften der Funktionen § und ~ verwenden.

Die Losungen zeigen also ein stabilitétsihnliches Verhalten, konvergieren da-
bei zwar nicht mehr gegen 0, aber immer noch gegen eine Umgebung der 0, de-
ren Grofle proportional zur co-Norm der Stérung ist. Fiir nichtlineare Systeme
folgt aus der asymoptotischen Stabilitit diese Robustheit gegeniiber Storun-
gen nicht (ein Beispiel wird spéiter gegeben). Die ISS—Eigenschaft verlangt nun
gerade diese Robustheit. Dafiir benstigen wir Vergleichsfunktionen, deren Kon-
zept im Zusammenhang der Stabilitétsanalyse von W. Hahn in den Biichern
[3, 4] eingefiihrt wurde. Die Idee dieser Funktionen geht dabei auf frithere Ar-
beiten von Miiller und Kamke in den 1920er und 1930er Jahren zuriick. In den
1990er Jahren wurde diese Methode zur Formulierung nichtlinearer Stabilitéits-
eigenschaften durch die Arbeiten von E.D. Sontag wiederbelebt und hat sich
in der nichtlinearen Kontrolltheorie inzwischen als Standard—Herangehensweise
etabliert. Die folgende Definition beschreibt die wichtigsten Klassen dieser Funk-
tionen.

Definition 3.1 Wir definieren die folgenden Klassen von Vergleichsfunktionen:
K :={a: Ry — Ry |stetig, streng monoton wachsend mit «(0) = 0};
Koo :={a € K| « ist unbeschrinkt};
L :={vy: Ry — Ry |stetig, streng monoton fallend mit lim;_, o, y(t) = 0};
KL :={0: Ry xRy — Ry | stetig, B(-,t*) € K, B(r*,) € L, r* > 0,¢* > 0}.

D]

Beispiele hierfiir sind offenbar 3 (s, t) := ce™7"s und 7(s) := “s. Typische
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Funktionsverlidufe sind in Figur 3.2 illustriert.

b(r, t*) b(r, t)

L

0,0 r 0,0 t

Typische KL-Funktionsverlaeufe
(3.2)

Mit diesen Funktionen konnen wir Input-to-state Stabilitét definieren, die
eine Verallgemeinerung der obigen Eigenschaft linearer Differentialgleichungen
fiir nichtlineare liefert.

Definition 3.2 FEs sei N C R™ eine Umgebung der 0. Eine gestorte Differen-
tialgleichung heifft input—to—state stabil (I1SS) auf N, falls Funktionen 8 € KL
und v € Ko existieren, so dass

le(t, z,w)|| < Bl 2) +~([Jwl)

gilt fir alle x € N und alle t > 0. Die Gleichung heif$t global ISS, falls sie 1SS
auf N = R™ ist.

Fiir nichtlineare Systeme ist, wie oben erwiihnt, die , globale Robustheit” der
Stabilitét, wie sie fiir lineare Differentialgleichungen gilt, nicht mehr automatisch
gegeben. Betrachte z.B. das eindimensionale System

—e~oHL x>1
z(t) = f(z(t)) mit f(z) = -z, -1<z<1
et < —1.

Dies System ist asymptotisch stabil, weil 0 das einzige Gleichgewicht dieser
skalaren Differentialgleichung ist, und f(z) > 0 fir z < 0 und f(z) < 0 fiir
x > 0 (eine Lyapunov-Funktion ist gegeben durch V(z)) = 22/2 mit W(x) =
—zf(x) > 0). Betrachten wir nun das zugehorige gestorte System

@(t) = f(x(t)) + w(t),

so findet sich fiir w = ¢, > 0, immer ein § > 1, so dass f(z) +w > €/2 ist fiir
alle x > 6, weil f(x) = —e~**! — 0 fiir z — oco. Jede Losung mit Anfangswert
x > § muss also streng monoton wachsen und damit gegen oo divergieren. Die
obige Robustheit — in dem Sinne, dass man fiir kleine Stérung noch Konvergenz
in eine Umgebung der 0 erhilt — ist hier also nicht gegeben, das System ist
nicht global ISS.

Einer anderes Beispiel ist

i =—23+ 23u.



32 KAPITEL 3. INPUT-TO-STATE STABILITAT

Das Gleichgewicht x = 0 ist offenbar asymptotisch stabil. Mit dem beschrénkten
Input v = 2 erhilt man

:ic:x?’,

und alle nichttrivialen Losungen gehen gegen co. Das System ist also nicht ISS.

Bevor wir genauer auf dieses Konzept eingehen, werden wir zeigen, dass man
die Stabilitdtstheorie von Differentialgleichungen mit Hilfe von Vergleichsfunk-
tionen aufbauen kann

3.2 Stabilitdt und Vergleichsfunktionen

In diesem Abschnitt betrachten wir gewthnliche Differentialgleichungen der
Form

o(t) = f(z(t)), (3.3)
und nehmen an, dass f : R” — R" stetig ist und dass es fiir jedes R > 0
Konstanten L, M > 0 gibt mit

[f(z)| < M und [|f(21) — f(z2)]| < Llz1 — 22

fir alle 1,22 mit ||z1| < R,|z2|]| < R, |lul| £ R. Die eindeutige Losung ist
o(t,xg), t € J, ein offenes Intervall um 0.

Lemma 3.3 (i) Fir a € K sei a™ = sup,~qa(r). Dann existiert die Inverse
a"t:[0,at) —[0,00). -
(i) Fiir o € Koo ist die Inverse o' auf [0, 00) definiert und o' € K.
(iii) Sind o, 0 € K, so folgt auch o080 € K. Ist 8 € KL, so gibt es 8 € KL
mit (-, s) € Koo fiir alle s > 0 und

B(r,s) < B(r,s), r, s >0,

Beweis. Ubungsaufgabe m

Wir erinnern an die Definition stabiler Gleichgewichte. Ein Punkt z* € R”
mit f(z*) = 0 ist ein stabiles Gleichgewicht, wenn fiir jedes ¢ > 0 ein § > 0
existiert mit

[lzo|| < & impliziert ||p(t, z9) — x| < € fiir alle t > 0.
Diese Eigenschaft kann mit Vergleichsfunktionen charakterisiert werden.

Theorem 3.4 FEin Gleichgewicht x* ist genau dann stabil, wenn es eine Koo-
Funktion o gibt, so dass fir alle e > 0

lzo — ™| < o(e) impliziert ||p(t,zo) —x*|| < e for allt > 0.

Beweis. Gilt diese Implikation fiir eine K,.-Funktion o, so folgt die Stabilitéit
mit § := o(¢), € > 0. Umgekehrt, wihle 9 > 0 und definiere fiir 0 < ¢ < gq

d(e) :==sup{d > 0] ||xo —z*| < 0 impliziert ||¢(¢,x0) — "] < ¢ fiir alle ¢t > 0}.

Dann ist die Funktion § fallend und stetig in 0 mit 6(0) = 0. Die Existenz einer
K-Funktion mit der gewiinschten Eigenschaft folgt aus dem néchsten Lemma.
Dies impliziert trivialerweise die Existenz einer KCy-Funktion mit der gewiinsch-
ten Eigenschaft, weil die Funktion fiir € > ¢ zu einer unbeschréinkten Funktion
fortgesetzt werden kann. m
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Lemma 3.5 Seid : [0,00) — [0,00) wachsend und stetig in 0 mit §(0) = 0 und
0(g) > 0 fiir e > 0. Dann gibt es K-Funktionen o1 und oo mit

o1(e) < d(e) < oa(e).
Beweis. Ubungsaufgabe m

Bemerkung 3.6 Stabilitdt ist auch dquivalent zur FExistenz einer Ko -Funktion
0 mit
lo(t, o) — || < O(||lxo — z¥||) fiir alle t > 0.
1

Dies folgt aus dem vorangehenden Theorem mit Lemma 3.3(iii) mit = o~ 1.

Wir erinnern auch an das folgende Konzept. Ein Gleichgewicht z* ist asym-
ptotisch stabil, wenn es stabil ist und und attraktiv ist, d.h., wenn es eine
Umgebung N besitzt mit

tlim lo(t, xo) — x| = 0 fir alle g € N.
Es heifit global asymptotisch stabil, wenn N = R" gewihlt werden kann.

Theorem 3.7 Fin Gleichgewicht x* ist genau dann asymptotisch stabil, wenn
es eine KL-Funktion 8 und eine Umgebung N von x* gibt mit

lp(t, xo) — x*|| < B(||lxo — x*|| ,¢t) fiir zop € N und t > 0. (3.4)

Beweis. Die Existenz solch einer KL-Funktion impliziert die Stabilitéitsbedin-
gung fiir alle 0 < ¢ < gy, wobei ¢ klein genug ist, so dass g € N impliziert
B(llxo — z*|| ,t) < eo. Die Attraktivitit folgt, weil fiir alle o € N

lm [lo(t, z0) — 27| < lim B([lzo — 27|, t) =0,
t—oo t—oo

(B(Jlxo — =*||,-) ist eine L-Funktion). Fiir den Beweis der umgekehrten Rich-
tung zitieren wir das folgende Lemma aus Lin, Sontag, Wang, STAM J. Control
Optim., 34 (1996), pp. 124-160.[9, Section 3].

Lemma 3.8 Betrachte a : [0,00) X [0,00) — [0,00) mit

(i) fiir alle e > 0 gibt es 6 > 0, so dass r < & impliziert a(r,t) < e fir alle
t>0;

(i) fiir allee > 0 und R > 0 gibt es T > 0 mit a(r,t) < e fir alle0 <r < R
undt > T.

Dann existiert eine KL-Funktion § mit a(r,t) < B(r,t), r, t > 0.

In der Tat, dieses Lemma impliziert die Existenz der gewiinschten Funktion
B € KL: Definiere

a(r,t) == sup{|le(t, zo) — 2™[| | [lwo — 2| <7}

Dann gilt (i) und fiir 7 klein genug gilt auch (ii), weil fiir autonome Differenti-
algleichungen aus der asymptotischen Stabilitit die gleichméBige Attraktivitit
folgt: fiir alle e > 0 gibt es > 0 und T > 0, so dass

lxo — ™| < § impliziert [|p(t, z0) —2*|| < e fir alle t > T

]
Das folgende Beispiel zeigt, dass asymptotische Stabilitéit fiir nichtlineare
Differentialgleichungen nicht exponentiell sein muss.



34 KAPITEL 3. INPUT-TO-STATE STABILITAT

Beispiel 3.9 Betrachte die eindimensionale Differentialgleichung
i(t) = —x(t)>.

Die Lisungen sind gegeben durch

1 1
o(t,x) = ———= fir £ > 0 und p(t,2) = ————= fiir t <0,
V2t+ & 2+ 5

wie man leicht nachrechnet:

d 1 —1/2 1 1 —-3/2 1 —-1/2

Das Gleichgewicht x* = 0 ist asymptotisch stabil (sogar global), weil fiir 5 € KL
definiert durch

3

B(T’,t):# r,t>0

\2t+ &

die Abschitzung (3.4) gilt. Wir zeigen, dass x* nicht exponentiell stabil ist.
Angenommen, es gibt ¢, o > 0 mit |¢(t,x)| < ce”7"|x| fir alle z € R und t > 0.
Wiihle x € R und t* > 0 mit /2tz2 + 1 < t fiir alle t > t*. Wegen

gibt es t** > 0 mit €t /c > 2t fiir alle t > t*. Daher gilt fiir t > max{t*, t**}

ot
C > 9> 9262 + 1.
c
Dann ist
ce ot _ i < #
et \/2z2 +1
und daher

|| 1 o
= = SD
V2ot + 1 \/thz + x%

ce x| < t,z)),

im Widerspruch zur Wahl von ¢ und o.

3.3 Lyapunov-Funktionen

Auch die Theorie der Lyapunov-Funktionen kann mit Hilfe von Vergleichsfunk-
tionen entwickelt werden. Im letzten Semester haben wir (siche Skript Kon-
trolltheorie, Wintersemester 2014/15, Abschnitt 3.2) eine einfache Version von
Lyapunov-Funktionen kennengelernt, die Stabilitit und asymptotische Stabili-
tdt garantieren. Hier werden wir dies Konzept verfeinern, um notwendige und
hinreichende Bedingungen zu erhalten.

Fiir asymptotisch stabile Systeme muss ||¢(¢, z) — 2*|| nicht fallend sein. Die
Idee fiir Lyapunov Funktionen ist es, ||¢(t, ) — 2*|| durch eine verallgemeinerte
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Distanzfunktion V' zu ersetzen, fiir die V (p(t, z)) strikt fallend ist. Ist dariiber-
hinaus V' differenzierbar, so kann diese strikte Monotonie ausgedriickt werden
durch

d d
0> 51 Vipta) =DV() o elt.) = DV(@)f(x).
t=0 t=0
Dies fiihrt auf die folgende Definition, wobei cIN und N den Abschluss bzw.
den Rand einer Menge N bezeichnen.

Definition 3.10 Betrachte die Differentialgleichung (3.3) mit f(0) = 0. Eine
stetige Funktion V : R™ — R, die stetig differenzierbar auf R™ \ {0} ist, heifst
lokale Lyapunov-Funktion, wenn es a1,y € Ko, eine stetige Funktion W :
R™ — R, eine beschrinkte Umgebung N von 0 und ¢ > 0 gibt, so dass gilt:

W(x) > 0 fiir alle x € cIN, (3.5)
V(z) < c fir allex € N, V(x) = ¢ fiir alle z € ON, (3.6)
und fir alle 0 # x € N
a([z]]) < V(z) < ao(|lz]]) (3.7)
DV(x)f(z) < =W(z). (3-8)

Die Funktion V ist eine globale Lyapunov-Funktion, wenn dies fiir N = R™ gilt
und lim,| .o V(z) = oo (an Stelle von V (x) = c fiir alle x € ON ).

Dann heifit (V, W) auch Lyapunov-Paar. Das folgende Lemma gibt eine fqui-
valente Formulierung von (3.8).

Lemma 3.11 Sei V eine stetige Funktion, die stetig differenzierbar R™ \ {0}
ist. Ferner gelte (3.7) auf einer Umgebung N wvon 0 und (3.6) fir ein ¢ > 0
(bzw. auf N =R™). Es gibt genau dann eine stetige Funktion W, die (5.5) und
(8.8) erfillt, wenn es eine lokal Lipschitz-stetige Funktion g : Ry — Ry gibt
mit g(r) > 0 fiir alle r € (0,¢] (bzw. fiir alle r > 0 im globalen Fall) und die
folgende Ungleichung fiir alle 0 # x € N gilt:

DV (z)f(z) < —g(V(2))

Beweis. Sei g gegeben. Dann erfiillt W(z) := g(V(z)) die Bedingungen aus
Definition 3.10. Umgekehrt sei W gegeben. Fiir r € [0, ¢] setzen wir

(3.9)

g(r) :==inf{W(z) |z e R", V(x) =r}.

Im lokalen Fall sei g(r) = g(c) fiir alle r > ¢. Man iiberpriift leicht, dass g bereits
alle Bedingungen fiir g erfiillt, auler eventuell der Lipschitz-Stetigkeit. Wihle
eine Folge (1), die streng monoton gegen 0 konvergiert ((im globalen Fall wihle
eine solche zweiseitige Folge tx, k € Z, fiir die zuséitzlich limy_, o ¢t = oo gilt).
Definiere g(0) = 0 und
gk = _ min  g(r)
rE[tL41,th—1]

fiir alle k£ € Ny (bzw. alle k € Z). Dann definiere eine stetige, stiickweise lineare
Funktion

— k11
—

i .
g(r) := gr+1 + gk — Grt1) fir 7 € [tryr, ]
bt — gt
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Man findet 0 < g(r) < g(r) fiir » € (0, |, daher sind die Bedingungen an g
inklusive Lipschitz-Stetigkeit erfiillt. m
Eine weitere dquivalente Formulierung von (3.8) ist die folgende.

Lemma 3.12 Fine stetige Funktion V : R® — R, die stetig differenzierbar
auf R™\ {0} ist, erfillt (3.8) genau dann, wenn fir alle Lésungen von (3.3) gilt

Vet ) < V(z) - /0 W(p(s,2)) ds. (3.10)

Beweis. Durch Differentiation bzw. Integration dieser Ungleichungen. m

Der Vorteil der integrierten Versionen ist, dass sie auch fiir nicht differen-
zierbare Lyapunov-Funktionen verwendet werden konnen. Beachte, dass man
fiir (3.9) die Ungleichung (3.10) mit W (x) = g(V(x)) erhalt.

Jetzt formulieren und beweisen wir das erste Hauptresultat dieses Abschnitts,
die Existenz einer Lyapunov-Funktion impliziert asymptotische Stabilitét.

Theorem 3.13 Betrachte die Differentialgleichung (3.3) mit f(0) = 0. Wenn
eine lokale (globale) Lyapunov-Funktion V' im Sinn von Definition 3.10 existiert,
so ist das Gleichgewicht z* = 0 lokal (global) asymptotisch stabil. Hierbei ist die
Vergleichsfunktion B € KL gegeben durch

B(r,t) = a7 ' (u(t, as(r)), (3.11)

wobei 1 die Losung des eindimensionalen Anfangswertproblems

Snltsr) = ~g(u(t,)), p(0,r) =r (3.12)

ist mit g wie in Lemma 3.11.

Beweis. Betrachte die Losung u(t,r) von (3.12), Wir zeigen zuniichst, dass fiir
allex € N

V(e(t,x)) < p(t, V(z)) fiir t > 0. (3.13)
Wihle x € N und definiere fiir € > 0

Weil h. das Problem h.(t) = —g(he(t)) + &, he(0) = V(z) 16
existiert auf R, ), impliziert Gronwalls Lemma h.(t) — wu(t,V(x)) fir ¢ — 0
und jedes ¢ > 0. Daher reicht es zu zeigen, dass V(p(t, z)) < h.(t) fiir alle ¢ > 0
und alle ¢ > 0. Gilt dies nicht, so gibt es ¢t > 0 mit V(p(t, z)) > he(t). Sei t* :=
inf{t > 0|V (p(t,z)) > h(t )} Die Stetigkeit impliziert V(p(t*,x)) = ho(t*),
und daher fiir = >0

st (die Losung

Viet" +72)) —he(t" +7) < — /OTQ(V(SO(t* +s,x)) ds +/0 (g(he(t” +5)) —e)ds

-/ "ot 4 ) — g(V(lt* + ,2))] ds— 7e.
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Sei jetzt L eine Lipschitz-Konstante von ¢ in einer Umgebung von h.(t*) und
7* > 0 klein genug, so dass V(¢(t* + s,x)) und he(t* + ) fiir alle s € [0, 7] in
dieser Umgebung sind. Dann folgt fiir alle 7 € (0, 7%

V(p(t* +7,2)) — he(t" +7) < /OT [LIV(o(t* + s,2)) — he(t* + 5)|] ds— Te.

Weil V(p(t*, x)) = he(t*) impliziert die Stetigkeit, dass es 7** > 0 gibt mit
L|V(pt"+1,2)) —h(t"+71) <e/2
fir alle 7 € [0, 7**]. Daher
Viet" +7,2)) —he(t" +7) < —7¢/2<0
fir alle 7 € [0, 7**], und
V(p(t" + 7)) < he(t* + 1) fiir alle 7 € [0, 77].

Dies widerspricht der Definition von ¢* und (3.13) folgt. Weil g strikt positiv
auf jedem kompakten Intervall ist, gilt u(¢,r) — 0 fiir ¢ — oo , also ist p eine
L-Funktion in ¢. Weil sich Losungen von (3.12) nicht schneiden kénnen und
(0, ) strikt monoton in r ist, ist auch p(t,r) strikt monoton in r, also eine
K-Funktion in r. Daher ist § definiert in (3.11) eine L-Funktion. Nun folgt die
asymptotische Stabilitdt aus

lot @)l < a7 (V(p(t,2)) < o (u(t, V(2)) < ag ' (u(t, ax(llz]) = B(lz],t).

]
Wir illustrieren das Konzept von Lyapunov-Funktionen mit zwei Beispielen.

Beispiel 3.14 Betrachte

Jfl(t) = 7(131(15) — IEQ(t)
i‘g(t) T (t) — J?Q(t)g.

Wir behaupten, dass x* = 0 global asymptotisch stabil in R? ist. Sei V(x) :=
22 + 2%, Dann erfillt V die Ungleichung (3.7) mit a1(r) = as(r) = 2. Ferner
gilt

DV (z)f(z) = (221, 2x2) ( T €2 ) = 227 — 223 =: —W (x),

xr1 — Ty

also ist V' eine globale Lyapunov-Funktion. Dariberhinaus gilt die Ungleichung
(3.9) mit

r2 for r<1
9:Ry = Ry, g(?"){ , jjor r>

In der Tat, nimm zundchst an, dass 3 > 1. Dann folgt V(x) > 1 und z3 < x4
und daher, wie behauptet,

DV (z)f(x) = =223 — 225 < =22} — 223 = 2V (x) < =V (z) = —g(V(2)).
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Ist ||z|| < 1, so gilt 23 <1 und 23 < 1 und daher

—227 — 223 < —a} — ajw; — oy (3.14)
Andererseits ist
22 = ||z|® —2? <1—2? also — (1 —2?) < —a3,
und daher
—z] < —af — i + 2] = —af —2](1 —af) < -z} — 2fas.

Finsetzen in (3.14) liefert

—} — i) — 2

<
4 2.2 2,2 4
< —2] — X125 — T1TZ; — Ty

2 4
—2x7 — 275

—a1 = 20ia} — 23 = —V(2)? = —g(V(z).

Es bleibt, den Fall ||z|| > 1 und x3 < 1 zu diskutieren. Dann gilt entweder
x5 < 2%, also

DV (w)f(z) = —2a] — 205 < —20] < — ||2|* = ~V (=)

oder 3 > 2, dann ist 23 > 1/2 weil andernfalls ||z|| > 1 unmdglich wire.

Schreibe nun 2 = ka3 fir ein k < 1. Es gilt |z]|* = (1 + k)22 und

DV (z)f(x) = =223 — 225 = —2(k 4+ 23)23 < —2(k + %)x%
< —(k+1)25 = — a|* = —V(2) = —g(V(x)).

Die Hauptschwierigkeit liegt darin, angemessene Kandidaten fiir Lyapunov-
Funktionen zu finden. Meist hilft dabei physikalische Einsicht, wie das Pendel
illustriert.

Beispiel 3.15 Wir betrachten das (nichtlineare) Pendel mit Dimpfungkoeffizi-
ent k=1,

¢t) = o(t)

0(t) = —uv(t) —sinp(t).
Die Energie dieses Systems nimmt wegen der Dimpfung ab. Als ersten Kandi-
daten nehmen wir 1

Vip,v) =1—cosp+ 51)2,
also die Summe von potentieller und kinetischer Energie. Diese Funktion fdallt
entlang von Lésungen, jedoch verschwindet die Ableitung

v
—v —sinp

2

DV (p,v)f(p,v) = (sinp,v) [ } = vsinp —v? — vsinp = —v?,

fiir v = 0. Eine Lyapunov-Funktion ehdlt man durch Addition eines weiteren
Terms,

1 1
V(p,v) =1—cosp+ 5’02 + Evsingp.
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Dies ist ebenfalls eine C'-Funktion. Um die Positiv-Definitheit nachzuweisen,

beachte, dass fir v € [—m,w| gilt mit o = %

. (6%
jawsing| < afog| < (g2 +0°).

Daher ist
V(v,¢) >0 fir ¢ € [—n, 7.

In der Tat: Geometrisch sieht man sofort, dass

20% .
cosp <1 — —— fiir alle € [~m, 7],
™
also
1 1 9
Vip,v) = 5”02 + (1 —cosy) + avsing > 5(1 —a)v® + {772 _ ‘ﬂ 2.

Fiir die Ableitung in Richtung des Vektorfeldes f gilt

DV(p,v)f(p,v) = [sinp + avcos p, v + asin g { - sinv<p —v }

= —v? 4+ av? cos p — asin® ¢ — awsin g

IN

—(1 — a)v* — asin® p — avsing

—[sin g, v] { o 1§a ] [ SH;;LP } '

2

Fiir die Determinante und die Spur ergibt sich wegen o = %

a 5 | _,_5.2 2 |
det{g 12 }—a 4a >0undSpur{ _a]—1>0.

ve Q

« 1

Die Determinante ist das Produkt der Eigenwerte, die Spur die Summe der Ei-
genwerte. Sind die Determinante und die Spur dieser zwei-dimensionalen sym-
metrischen, also diagonalisierbaren Matrixz positiv, so sind die beiden reellen
Eigenwerte positiv. Die Matriz ist daher positiv definit.

Wiihrend der Beweis von Theorem 3.13 recht gradlinig erfolgt, ist die Um-
kehrung, die die Konstruktion einer Lyapunov-Funktion erfordert, schwieriger.
Wir werden dazu einige Resultate aus der Literatur verwenden.

Theorem 3.16 Betrachte die Differentialgleichung (3.3) mit f(0) = 0. Ist das
Gleichgewicht x* = 0 lokal (global) asymptotisch stabil, so existiert eine lokale
(globale) Lyapunov-Funktion V.

Fiir den Beweis benotigen wir einige Vorbereitungen. Das néchste Lemma
zeigt, dass man KL-Funktionen vereinfachen kann.

Lemma 3.17 Fir jedes € KL gibt es a € K, so dass

a(B(r,t)) < e 'r fir alle r € [0,1] und t > 0.
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Beweis. Definiere g : (0, 1] — R4 durch

g(q) = max{3(r,—1In(s)) | r € [0,1], s € (0,1], sr = q}.
Es seien r*(¢) und s*(q) die Werte, in denen das Maximum angenommen wird.
Behauptung: Die Funktion g ist stetig und strikt wachsend mit li\r% g(q) = 0.
q
In der Tat, fir 0 < ¢1 < g2 < 1 betrachte 1, = r*(¢1) und 51 = $*(q1).

Definiere
1, fiir 1/Z—frl > 1 G2, fiir ,/Z—’frl > 1
79 1=1< Qo fiir ‘/%51 >1 ,s9:=¢ 1, fiir /%81 >1
q2 492
\/ ol sonst 1/ 0 51 sonst

In allen drei Fillen ist ro € (0,1], s2 € (0,1], r952 = g2, r1 < 79 und s1 < s9
(und daher —1In(s2) < —In(s1)). In den ersten beiden Fillen gilt auch s; < so
und daher —In(s2) < —In(s;). Dies impliziert

9(q2) > B(r2, —1In(s2)) > B(r1, —In(s2)) > B(r1, —In(s1)) = g(q1)

In den letzten beiden Fillen ist r; < ro und daher

9(q2) > B(r2, —1In(s2)) > B(ra, —In(s1)) > B(r1, —In(s1)) = g(q1).

Dies zeigt die strikte Monotonie. Fiir die Stetigkeit wiihle ¢ € (0,1] und be-
trachte ¢; — qo. Definiere r; := r*(¢;) und s; := s*(¢;) fiir ¢ = 0,1,2,.... Die
gleiche Konstruktion wie oben zeigt, dass es fiir jedes ¢ € N Zahlen 7; und §;
sowie 7; und 5; gibt mit

Ti8; = i, |7:i—7“0|§‘1—\/qi und |§i_50|§‘1_ 1
q0 q0
und
_ _ qi _ q;
Ti8; = qo, |Fi—1o| < ‘1— \/> M und |§; — so| < ‘1—
q0 qo

Insbesondere 7#; — rg, §; — 8o, 7; — 1o und 5; — sg for i — oo. Daher
implizieren die Stetigkeit von  und des Logarithmus die gewiinschte Stetigkeit,
weil

9(q0) — 9(ai) < B(ro, —In(so)) — B(7i, —In(5;)) — 0 fiir i — oo
und

9(a:) — 9(q0) < B(ri, —In(si)) — B(7i, —In(8;)) — 0 for i — oo,

SchlieBlich beweisen wir limg .0, >0 9(¢) = 0. Beachte, dass fiir jedes (r,s) €
[0,1] mit rs = ¢ entweder s < V/q oder 7 < \/q gilt, weil andernfalls rs > /g
oder ,/q = q. Daher gilt entweder

9(q) < B(Vg, —In(s)) < B(/q,0) — 0 fiir ¢ — o0

oder

g(Q) S ﬂ(?",—h’l(\/(})) S B(l,\/&) — 0 fur q — OO,
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Dies zeigt die behauptete Konvergenz und vervollstindigt damit den Beweis der
Behauptung. Definiere jetzt h: Ry — Ry durch

0, fiirg=20
h(g) == q 9(a), fiir g € (0,1]
g(1)+qg—1, firg>1

Wegen der Eigenschaften von ¢ ist dies eine Ko,-Funktion und
h(rs) > B(r,—1In(s)) fiir alle r € [0,1], s € (0,1].
Mit o := h~! € K findet man
rs > a(B(r, —1n(s))) fir alle r € [0,1], s € (0,1]
und mit ¢ = —In(s), d.h., s = e, folgt
re” " > a(B(r,t)) fiir alle r € [0,1], ¢ > 0.

]

Wir benétigen zwei Resultate, die wir nur aus der Literatur zitieren. Das
erste Theorem von Rademacher sagt, dass eine Lipschitz-stetige Funktion auf
einer dichten Teilmenge differenzierbar ist.

Theorem 3.18 Betrachte eine Lipschitz-stetige Funktion V : O — R, definiert
auf einer offenen Menge O C R™. Dann gibt es in jeder offenen Menge H C O
einen Punkt x € H in dem V differenzierbar ist.

Fiir den Beweis von Theorem 3.18 siehe das Buch “Measure Theory and Fine
Properties of Functions” von L.C. Evans and F. Gariepy [2, Theorem 2, Secti-
on 3.1.2]. Das zweite zitierte Resultat zeigt, dass Lipschitz-stetige Funktuionen
durch glatte Funktionen approximiert werden konnen.

Theorem 3.19 Betrachte die Differentialgleichung (3.8) und eine Lipschitz-
stetige Funktion V : O — R, definiert auf einer offenen Menge O C R™. Dann
gibt es fiir alle stetigen Funktionen v, : O — (0,00) eine unendlich oft diffe-
renzierbare Funktion V : O — R mit

V(z) = V(2)| <(2)

fiir alle x € O und R
DV (z)f(z) < DV(z) + (x)

fiir alle © € O, in denen V differenzierbar ist.

Die urspriingliche Version von Theorem 3.19 findet sich in dem Artikel [15]
von F.W. Wilson; die hier angegebene Version stammt aus dem Artikel [9, Ap-
pendix] von Y. Lin, E.D. Sontag and Y. Wang.

Beweis. (von Theorem 3.16) Wir beweisen nur den globalen Fall, der loka-
le ist #hnlich, aber technisch aufwindiger. Ohne Beschrinkung der Allgemein-
heit konnen wir annehmen, dass ||f(z)| < 1; andernfalls ersetzen wir f durch
f/V1+|fl%- In der Tat, die asymptotische Stabilitét bleibt bei dieser Trans-
formation erhalten, und eine Lyapunov-Funktion V fiir das geédnderte f ist, mit
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derselben Funktion W, auch eine Lyapunov-Funktion fiir das urspriingliche f.
Betrachte § € KL aus der asymptotischen Stabilitit und « aus Lemma 3.17.
Wir kénnen annehmen, dass $(1,0) > 1 und a(r) < 1 fir » < 8(1,0). Sei L
eine Lipschitz-Konstante fiir f und alle  mit ||z|| < £(1,0). Wir definieren
w: Ry — Ry durch

1
A(1,0)
und w(r) = w(B(1,0)) fiir r > £(1,0). Dann folgt

w(r) =

/T a(s)Fds fiir r € [0, 8(1,0))
0

w(r) < afr) and W'(r) < a(r)L+1 for r € [0, 5(1,0)].

Insbesondere ist w Lipschitz-stetig mit einer Konstante Lp = a(R)X*! auf [0, R
fiir jedes R € [0, 3(1,0)] und global Lipschitz-stetig mit Konstante Lg( o). De-

finiere W (z) = w(||z|). Dann hat W dieselben Lipschitz-Konstanten wie w.
Lemma 3.20 Die Funktion

V@yz/ W(olt, 2)) dt

0

hat die folgenden FEigenschaften:
(i) Es gibt &1, & € Koo mit

a(fl])) < V(z) < a@o(||[)-
(i) V ist Lipschitz-stetig. .
(iii) In jedem x € R™, in dem V differenzierbar ist, gilt

DV(z)f(x) < =W (x).

Beweis. (i) Wir zeigen zunichst die Existenz von d&s. Sei 7(x) := inf{t >
0] le(t, )] <1} und o(r) := inf{t > 0| B(r,t) < 1}. Dann ist 7(z) < o(||z|]).
Fiir ||| > 1 ist 7(z) > 0 und daher

. T(x) | 0

V(z) = Wp(t, x)) di + W(ep(t, x)) dt

0 7(x)
ST(x)W(ﬂ(LU))+/ w(lle(t, z)[)dt

()

Nun ist

w(lle@t,2)l) < allle,2)[) = alle(t - 7(), o(7(2), 2)|) < (61, = 7(2))

und daher ist der obige Ausdruck
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Beachte, dass o(r) wachsend ist mit o(0) = 0, also @2 € K. Ist |z]| < 1, so
folgt

V(z) = / W (ot 2))dt < / a(B(lz]  1)dt < / et el dt = 2] < da(la]).

Die Existenz von @&; sieht man folgendermaflen: Die Lipschitz-Stetigkeit von f
impliziert

lo(r(@) + t,2)| = e [lo(r(2), 2)]

for ||z|] < 1. Weil f global beschrénkt ist, muss die Zeit 7(x) gegen oo ge-
hen, wenn ||z|| gegen oo geht. Diese beiden Eigenschaften liefern, mit dhnlichen
Integral-Abschétzungen wir oben, und einer unteren Schranke fiir W die untere
Schranke & fiir V.

(ii): Zunéchst gilt fir =, y € R™ mit ||z||, [ly|| < 1 mit Gronwalls Lemma
et 2) = oty < ez —yll.
Mit
6(t) := max{llp(t, )|, [0t ylll} < Blmax{lz[|, lyll}, )

findet man fiir diese  und y die Lipschitz-Abschéitzung

V@) =T < [ |[Wet0) - Wet)|a

< / Lo lo(t,2) — o(t,y)|| dt
0

< / a(8(8) ekt ||z — g dt

< / a(B(max{ ]|y}, )+ e 1z -y dt
0

= / e~ T max{ |||, |y} e (|l — yl| dt
0

o0
< o — yl| max{la]], ] }**+* / etebtdy

= llz =yl max{|l[, [ly1}*** < llz —y] -

Seien jetzt x, y € R™ beliebig. Definiere M = max{||z||, ||y||} und Lys sei eine
Lipschitz-Konstante fiir f auf der Kugel Bg(pz,0y. Gronwalls Lemma impliziert

lo(t, ) — o(t,y)|| < "Mz —y]|.

Nun folgt die Lipschitz-Stetigkeit, unter Verwendung der obigen Abschitzung,
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V(@) - V()|
o(M) B 5
< [ et - Wet| @
o [ Tt pto(0),2) = Wt plo )30 a
o (M) . .
< [ Lw e o=yt + [P0 2) - V(pla(20). 1)

(M)
= /0 Ly "V ||z —y| dt + [|o(a(M),x) — o(a(M),y)]|

< Lw

T [ebur@D — 1]z — yl 4 [P0 — 1) o =y = Ly 2 =yl
M

(iii) Die Definition von V impliziert

V(p(r,a) — V(z) < - / W plt,x) dr,

woraus durch Differentiation in 7 = 0 die Behauptung folgt. m
Wir wenden jetzt Theorem 3.19 iiber glatte Approximationen an mit

0 =R"\ {0}, () = min{a (|l[)), dz(|l[)}/2 und §(z) = W(z)/2.

Mit (1) = @1(r)/2 und as(r) = 3ds(r)/2 erhalten wir also eine unendlich oft
differenzierbare Funktion mit

ar(flzl]) < V(z) < az(l|z])-

Mit W (z) = W (z)/2 erhilt man fiir alle Punkte, an denen V differenzierbar ist,
die Ungleichung

DV (z)f(z) < —W(z).
Jetzt sei z ein Punkt, in dem V nicht differenzierbar ist. Nach Rademachers
Theorem, Theorem 3.18, gibt es in jeder Umgebung Bi (x), n € N, einen Punkt

T, in dem V differenzierbar ist. Weil z,, — z fiir n — oo und DV, fund W
stetig sind, erhélt man

DV (z)f(z) = lim DV (z,)f(z,) < lim —W(z,) = —W(x),

n—oo n—o0

wie behauptet. Damit ist der Beweis von Theorem 3.16 abgeschlossen. m

3.4 1ISS fiir Kaskaden

In diesem Abschnitt kehren wir zuriick zu Kontrollsystemen und Input-to-State-
Stabilitéit, siehe Definition 3.2. Wir konstruieren hierfiir Lyapunov-Funktionen
und zeigen, wie man aus der ISS von Teilsystemen auf ISS des Gesamtsystems
schlieen kann. Hierzu brauchen wir zunéchst das folgende Resultat.
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Theorem 3.21 Fin System (3.1) ist genau dann global Input-to-State stabil,
wenn eine Funktion V € C(R™,Ry), stetig differenzierbar auf R™\{0}, sowie
Funktionen oy, as,0,x € Koo existieren mit

ar(fJz]l) < V(z) < ao(llz]])

und
DV (z)f(z,w) < —o(|z])

fir alle x € R™,w € W mit ||z|| > x(||w|). Die Funktion V heifst dann ISS-
Lyapunov—Funktion.

Beweis. (Skizze) Wir skizzieren den Existenzbeweis fiir V' : Zun#chst zeigt man,
dass aus der ISS—Eigenschaft folgt, dass eine Ko,—Funktion ¢ existiert, so dass
fiir jede Abbildung &k : R x R™ — W mit ||k(z,?)|| < 6(]|z||) fir alle ¢ > 0 die
Differentialgleichung

#(t) = F(a(t), b(t, 2(0))

asymptotisch stabil ist mit einer Attraktionsrate in KL, die unabhingig von
der Wahl von k ist. Nun verwendet man einen Satz iiber die Existenz von
Lyapunov—Funktionen fiir gestorte Differentialgleichungen und erhilt so eine
differenzierbare Lyapunov—Funktion V mit

DV (2)f(z,k(t,z)) < u(|lz] . 2)
fiir ein 7 € KL und alle k mit der obigen Schranke. Daraus folgt
DV () f(z,w) < as(||z|)

falls ||w]|| < &(]|z||). Hieraus folgt die Behauptung mit xy = 5~!. =

Der ausfiihrliche Beweis findet sich in der Arbeit “On characterizations of
the input—to—state stability property” von E. Sontag und Y. Wang, Systems and
Control Letters 1995, pp. 351-359 [13]. Beachte, dass o(]|z||) hier die Rolle des
Terms W (x) spielt, den wir bisher in der Definition der Lyapunov-Funktionen
verwendet haben.

Das folgende Lemma bietet eine alternative Darstellung der ISS-Lyapunov—
Funktion.

Lemma 3.22 Fiir eine Funktion V € C1(R™\ {0}, Ry) sind die folgenden zwei
Eigenschaften dquivalent:

(i) Es existieren o, x € Koo mit
DV (z)f(z,w) < —o(||z]) fir alle x € R",w € W mit ||z| > x(]|w]]).
(ii) Es existieren as,ay € Koo mit
DV (z)f(z,w) < —as(||z]]) + as(||w]) fir alle z € R",w € W.

Beweis: Ubungsaufgabe.
Hinweis: Fiir die Richtung ,(¢) = (i4)” beweist man zunéchst, dass mit

au(t) = max{0, DV (z) f (z, w) + o([[z]) [ ll«] < x(r), [lw] <7}



46 KAPITEL 3. INPUT-TO-STATE STABILITAT

die Ungleichung in (ii) fiir g = o und &4 an Stelle von ay erfiillt ist. Dann
beweist man, dass &4 durch eine K,,—Funktion a4 nach oben abgeschéitzt werden
kann.

Mit Hilfe der ISS—Lyapunov—Funktionen kénnen wir das folgende Resultat
iiber sogenannte Kaskaden gestorter Systeme beweisen.

Theorem 3.23 Betrachte die gestorten Systeme

y(t) = g(y(t), v(t)), 2(t) = h(z(t), w(t)) (3.15)

mit Zustinden y € R™, z € R™ und Storungen v € R™,w € RY und das zugehi-
rige gekoppelte System gegeben durch

) I T

Dann gilt: Falls jedes der beiden Systeme (3.15) global 1SS ist, so ist auch (3.16)
global ISS.

Beweis. Da beide Systeme (3.15) ISS sind, existieren nach Theorem 3.21 und

Lemma 3.22 ISS Lyapunov-Funktionen V9, V" und of, of, ok, ol € K, mit

DVI(y)g(y,v) < —a3(lyl)+ag(llvll) und DV"(2)h(z,w) < —ag(||=])+ai ([fwl]).

Durch eine geeignete Reskalierung, némlich V9 ersetzt durch p?(V9) und V"
ersetzt durch p (V") mit p9, p" € K, konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass

ak(r) > 2a4(r), r>0.

Fiir einen Beweis siche das Korollar in Abschnitt I in der Arbeit “Changing
supply functions in input/state stable systems” von E. Sontag and A. Teel,
IEEE Transactions on Automatic Control, 40 (1995), pp. 1476-1478 [11]. Setzen
wir nun V(x) := V9(y) + V"(2), so erhilt man die Beschriinktheit von V nach
oben und unten durch

s(r) = af(r) + ok (r),

also

V(y,2) = V9(y) + V"(z) < a3(llyll) + a3 (ll=1)
< a3 ((y, 2)I) + a3 (I(y, 2)I) = e2(ll(y. 2)1),

und die Abschétzung nach unten durch

V(y,z) =V(y) + V"(2) > a3(llyll) + a5 (|1[) =: ex(ll(y, 2)]),
mit
ar(r) := min{a{(|lyl]) + at (=) | [(y, )|l = 7}.
Ferner
(DV (z) f(z,w) = DV (y)g(y, z) + DV"(2)h(z, w)
< —af(lyll) + 4=l — e (ll=]) + 4 (Jlw])
< —af(llyll) = g (121D + ol (J|w]).
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Definieren wir
as(r) == min{e3(llyl)) + af (2D [ [ (y, )| =7},
so sieht man leicht, dass dies eine K—Funktion ist, die die Ungleichung
as(ll=l) < of(llyl) + eq(llz1)
erfiillt. Also folgt
DV () f(z,w) < —as([|lz]|) + af (Jw]),
weswegen V eine ISS-Lyapunov—Funktion fiir (3.16) ist. Damit folgt ISS. m
Korollar 3.24 Betrachte die Systeme
y(t) = g(y(t),v(t)), £(t) = h(z(t)) (3.17)

mit Zustinden y € R™ z € R™ und Stérung v € R™, und das zugehirige ge-
koppelte System mit x = (y,z) € R"™™ und (trivialer) Stirung w € R' gegeben

et (1) (v(1). 2(9)

oy | ) | — | 9(y(t),2(

i) = | 40| = sta@.w) = | 240 | (3.18)
Dann gilt: Falls das y-System global ISS und das z-System global asymptotisch
stabil ist, so ist (3.18) global asymptotisch stabil.

Beweis. Wir kénnen das z—System durch Addition von 0-w zu einem gestérten
System erweitern, Aus der globalen asymptotischen Stabilitéit des Systems folgt,
dass dieses (formal) gestorte System global ISS ist. Die Anwendung des obigen
Satzes liefert dann globale ISS. m

Beispiel 3.25 Betrachte das Kontrollsystem

T = Taw3
jZQ = U1 (t)
j33 = UQ(t)

Dann stabilisiert das Feedback

—T1 — T2 — T2T3

F =
(@) —x3 + x% + 2x12273

das System global. In der Tat, das closed-loop System ist gerade gegeben durch

T1 = T2w3

Ty = —T| — T2 — T23

. 2

T3 = —T3 + ] + 2212273

Wir fiihren eine Koordinatentransformation & = U(x) durch mit

T =21 2

To = 21 + To aus, also \Ifl(i) = | Zo—11
2 . ~2

T3 = X3 — X7 T3+ 7
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Dann ist die Jacobi-Matriz

1 00
DU (VU (3)) = 1 10|,
—2&; 0 1

und das transformierte System ergibt sich vermdge der iiblichen Vektorfeld-
Transformation f(2) = DU(¥U~1(2))f(¥~1(2)) (nach der Kettenregel) zu

d

S = il + $0d% — $ods + 4}
d . X

—T9 = —X

dt 2 2

d . A

—T3 = —I3.

dt 3 3

Nun rechnet man nach, dass Korollar 8.24 mity = &1 und z = (22, 23) anwend-
bar ist, wodurch asymptotische Stabilitdt fir das transformierte System folgt, die
sich auf das System in den Originalkoordinaten tibertrigt. (Ubungsaufgabe)

Dieses Beispiel illustriert, wie ISS fiir Kontrollsysteme angewendet wird: Man
sucht Feedbacks, so dass das riickgekoppelte System (oder Teilsysteme davon)
die ISS-Eigenschaft hat. Dies erlaubt es gegebenenfalls, aus der ISS Eigenschaft
von Teilsystemen auf die asymptotische Stabilitét des Gesamtsystems zu schlie-
Ben.

3.5 Kontroll-Lyapunovfunktionen

Wir werden den Begriff der asymptotischen Stabilitét fiir Differentialgleichun-
gen auf Kontrollsysteme verallgemeinern. Hierbei gibt es im Wesentlichen zwei
Moglichkeiten: Die erste ist asymptotische Kontrollierbarkeit, bei der wir Kon-
vergenz zum Gleichgewicht fiir eine geeignete Kontrolle u verlangen, die vom
Anfangswert abhéingen darf; vgl. Vorlesungsskript Kontrolltheorie, WS 2014 /15,
Abschnitt 4.5. Die andere Moglichkeit ist, dies fiir alle u zu verlangen.

Wir erinnern daran, dass die Lo,-Norm gegeben ist durch

|u]|oo :=Inf{C > 0] ||u(?¥)|| < C fiir fast alle ¢t € R}.
Ein Punkt z* ist ein Gleichgewicht des Kontrollsystems
&= f(z,u) (3.19)

wenn es u* € U gibt mit

flz™,u*)=0. (3.20)
Ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass v* = 0.
Definition 3.26 Fin Gleichgewicht x* € R™ des Kontrollsystems (3.19) ist
lokal asymptotisch kontrollierbar, falls es eine Umgebung N von x*, eine stetige,

nichifallende Funktion § : Ry — Ry und eine Funktion § € KL gibt, so dass es
fir alle x € N ein ug, € U gibt mit ||u|| ., < 6(||lz — z*||) und

lo(t, z,ur) — z*|| < B(||lx — =*||,t) fir alle t > 0.

Gelten diese Bedingungen mit N = R™, so heifst x* global asymptotisch kontrol-
lierbar.
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Bemerkung 3.27 Ist N beschrinkt, so konnen wir §(||z — x*||) durch die Kon-
stante C' = sup ¢ 0(||x — 2*||) ersetzen. Deswegen ist die Vergleichsfunktion ¢
hauptsachlich fiir den globalen Fall relevant, in dem wir groffe Kontrollwerte fiir
Anfangswerte fern von z* wdhlen.

Wie im Fall der asymptotischen Stabilitét werden wir im Allgemeinen z* = 0
nehmen. Wir erinnern auch an das zugehorige closed-loop Konzept.

Definition 3.28 Gegeben sei das Kontrollsystem (3.19). Eine Abbildung F :
R™ — U heifst (Zustands-) Feedback. Die zugehérige Differentialgleichung

o(t) = fr(z(t) mit fr(x) = f(z, F(z)), (3.21)

st das zugehorige closed-loop oder Feedback-System. Die Losungen werden mit
p(t,x, F) bezeichnet.

Man beachte, dass im Allgemeinen keine Losungen der Feedback-Gleichung
existieren miissen, wenn wir keine Bedingungen an F stellen. Jetzt werden wir
eine weitere Verallgemeinerung der asymptotischen Stabilitdt formulieren.

Definition 3.29 Ein Gleichgewicht * € R™ des Kontrollsystems (8.19) ist (lo-
kal oder global) stabilisierbar durch ein stetiges Feedback F, falls es eine stetige
Abbildung F : R™ — U gibt, so dass das Feedback-System (lokal oder global)
asymptotisch stabil ist.

Ist fr nicht Lipschitz-stetig, so kann mehr als eine Losung zu einem An-
fangswert existieren. In diesem Fall verlangen wir, dass alle Losungen die Be-
dingungen der asymptotischen Stabilitit erfiillen.

Es ist fast trivial zu zeigen, dass Feedback-Stabilisierbarkeit die asymptoti-
sche Kontrollierbarkeirt impliziert.

Theorem 3.30 Das Gleichgewicht z* = 0 € R™ des Kontrollsystems (3.19) sei
lokal (global) Feedback-stabilisierbar. Dann ist es auch lokal (global) asympto-
tisch kontrollierbar.

Beweis. Wegen der asymptotischen Stabilitéit gibt es eine L-Funktion 8 mit

le(t, z, F)I| < B[] ,) (3.22)

fiir alle z € N und alle ¢ > 0. Definiere eine stetige und nichtfallende Funktion
¢ durch

6(r) := max{|[F(z[|[ ] < A(r,0)}.
Fir x € N wihle
ug (t) = F(p(t, 2, F))
fiir eine Losung von (3.21). Weil F und (¢, z, F') stetig sind, ist auch u, stetig

und daher integrierbar. Fiir die zugehorige Losung o(t, z, u ) von (3.19) erhilt
man

o(t, z, uy) :x—i—/o flo(r, z,uy), uqs (7))dr.
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Wegen
otte.F) = o+ [ p(o(ra, F)ir
=x+ /Ot flo(r,z, F), F(p(r,x, F))dr

=+ /0 flo(r,z, F),ug(1))dr,

impliziert die Eindeutigkeit der Losung (fiir die Gleichung mit ), dass p(¢, z,u;) =
o(t,z, F) fiir alle t > 0. Daher folgt die asymptotische Kontrollierbarkeit aus
(3.22). Ferner impliziert die Ungleichung ||¢(¢, z, F)|| < B(||z|| ,0), dass

1E(p(t, 2, F)I) < 6(]|z]])

und daher ||uzljco <46. ®
Wir werden jetzt ein wichtiges Hilfsmittel fiir die Stabilitdtsanalyse von Kon-
trollsystemen eingfiihren, die Kontroll-Lyapunovfunktionen.

Definition 3.31 Betrachte dass Kontrollsystem (3.19) mit f(0,0) = 0. Eine
stetige Funktion V : R™ — R ist eine Kontroll-Lyapunovfunktion, falls a1, as €
K>, eine stetige Funktion W : R™ — R, eine stetige, nichtfallende Funktion §
auf Ry, eine Umgebung N von 0 und eine Konstante ¢ > 0 existieren, so dass
W(x) > 0 fiir alle z € clB, V(x) < ¢ fir alle x € N,V (x) = ¢ fir alle x € ON
und

a1 (fel) < V(@) < as(lel) (3.23)

inf {V(cp(t,x,u) —l—/o W(p(s,z,u)) ds, v €U with ||ul, < 5(||:E||)} <V(x)

(3.24)
fiir alle x € N und alle t > 0.
Die Funktion V ist eine global Kontroll-Lyapunovfunktion, falls N = R™ und
V(z) — oo fir ||z|| — oco. Wir nennen (V,W) auch ein Kontroll-Lyapunov-
Paar.

Bemerkung 3.32 In Analogie zu Lemma 3.11, konnen wir annehmen, dass
W(x) = g(V(z)) fiir eine Lipschitz-stetige Funktion g auf Ry und all x € N ist.

Bemerkung 3.33 Man beachte, dass (3.24) die Wertefunktion eines optimalen
Steuerungsproblems ist. In der Tat gibt es enge Verbindungen zwischen Kontroll-
Lyapunovfunktionen und Wertefunktionen von optimalen Kontrollproblemen auf
unendlichem Zeitintervall.

Im differenzierbaren Fall erhélt man eine Bedingung, die der in der unkon-
trollierten Situation dhnelt. Sie wird wieder durch Differentiation oder Integra-
tion der zugehorigen Ungleichungen bewiesen (mit einigen zusétzlichen techni-
schen Schwierigkeiten wegen des Infimums).

Lemma 3.34 Fine stetige Funktion V : R"™ — Ry, die stetig differenzierbar
auf R™\ {0} ist, erfillt die Bedingung (3.24) genau dann, wenn die Ungleichung

inf{DV (z)f(z,u), u € U und |Ju|| <o(||z]])} < —W(x) (3.25)
fiir alle x € N gilt.
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Das folgende Beispiel stammt aus Sontag [12, Example 5.7.5].
Beispiel 3.35 Betrachte das System
.’,1'31 = X2
To = —sinxy + u.

Dies beschreibt ein kontrolliertes Pendel, wobei der Nullpunkt dem oberen Gleich-
gewicht entspricht. Physikalisch ist die Steuerung eine Kraft (z.B. durch einen
Motor), die auf die Winkelgeschwindigkeit wirkt. Die Funktion V(x1,z2) =
22 + 23 ist keine Lyapunovfunktion (V =0 falls x5 = 0).

Betrachte stattdessen die Funktion

V (w1, m2) = 223 + 23 + 22120,

Sie st stetig differenzierbar, positiv definit und kann nach oben und nach unten
durch K -Funktionen abgeschdtzt werden kann. Man berechnet, mit f(x1,x2) =
(w9, —sinmzy +u)T,

DV (x1,x2) f(x1,22,u) = (41 + 222) T2 + (221 + 222)(—sinzy + u).

Ist x1 + xo # 0, so kann man dies durch Wahl von u negativ machen. Fir die
anderen Werte mit x # 0 ist dies automatisch negativ. In der Tat, ist v1+x2 = 0,
so st der zweite Summand gleich 0, und der erste ist dann gleich

(4wy + 2z9)72 = —2735 < 0

aufler wenn xo = 0. Dann ist aber auch 1 = 0. Daher ist V eine globale
Kontroll- Lyapunovfunktion.

Wir formulieren jetzt die Analoga zu Theorem 3.13 und 3.16. Die Beweise
werden wir nicht vollstdndig durchfiihren, sondern sie nur skizzieren.

Theorem 3.36 Betrachte ein Kontrollsystem der Form (3.19) mit f(0,0) = 0.
Es gebe eine lokal (globale) Kontroll-Lyapunouvfunktion V im Sinne von De-
finition 3.81. Dann ist das Gleichgewicht z* = 0 lokal (global) asymptotisch
kontrollierbar. Hier ist eine Vergleichsfunktion B8 gegeben durch

B(r,t) = c oy (u(t, aa(r)), (3.26)

wobei v die Losung des Anfangswertproblems

d
%:u’(tvr) = _Q(M(t,r), M(O’T) =T
mit g aus Bemerkung 3.32 ist und ¢ > 1 eine Konstante ist.

Beweisskizze: Der Beweis erfolgt dhnlich wie der von Theorem 3.13; zusiitz-
lich muss allerdings eine geeignete Kontrollfunktion konstruiert werden. Wihle
A > 0 und Zeiten t; = ¢A fiir 7+ € N. Nun konstruiere induktiv eine Kontroll-
funktion u, wie folgt. Fiir xg := = wihle ug, so dass das Infimum in

A
inf {V(@(Awo,u)) —i—/o W (p(s,x0,u))ds, u €U with ||ulje < (5(||$)}
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approximativ erreicht wird. Setze z1 = ¢(A, g, ug) und berechne fiir z; ei-
ne Kontrollfunktion u; analog; setze xo = ¢(A,z1,u1) und so weiter. Die
zugehorigen Kontrollen werden zu einer Kontrolle u, zusammengeklebt durch
Uy (t) = u;(t — ;) fiir t € [t;,t;41]. Die zugehorige Trajektorie erfiillt (fiir genii-
gend kleines A)

V(glt, z,u,)) < V(z) + / W (i (5, 2, 42))ds,

und dann gehen wir wie im Beweis von Theorem 3.13 weiter.
Jetzt formulieren wir die Umkehrung von Theorem 3.36.

Theorem 3.37 Betrachte ein Kontrollsystem der Form (3.19). mit f(0,0 = 0.
Ist das Gleichgewicht x* = 0 lokal (global) asymptotisch kontrollierbar, so exis-
tiert eine lokale (globale) Kontroll-Lyapunouvfunktion V im Sinn von Definition
3.31.

Beweisskizze: Der Beweis erfolgt #ihnlich wie der von Theorem 3.16; we
beschrinken uns wieder auf den globalen Fall. Ferner nehmen wir zur Verein-
fachung an, dass 6(r) = C konstant ist.(der allgemeine Fall erfordert diverse
technische Vorbereitungen).

Wiihle W als W im Beweis von Theorem 3.13 und definiere

V(z):= inf{/ W(p(s,z,u)) ds, u €U mit |ul|ec < C}.
0

Die oberen und unteren Schranken a; und s werden wie oben hergeleitet.
Zusttzlich gilt (3.24) (das Infimum wird im Weiteren wie oben genommen):

Viz)= inf{/oOO W(p(s,x,u))ds}
= inf{/{J W (p(s,z,u))ds + /too W(p(s,x,u))ds}
=i { [ Wlelsaa)ds + [T Wl ottt +9)ds)

> inf{ /O W (s, @, u))ds + V(o(t, o, u))}

Mit etwas mehr Anstrengung kann man auch die Gleichheit zeigen.
Behauptung: Die Funktion V ist stetig.

Dann verlduft der Rest des Beweises wie der von Theorem 3.16 und wird weg-
gelassen.

Beweis der Behauptung: Sei ¢ > 0. Fiir jedes x € R™ und ¢t > 0 gibt es
U =uy; €U mit ||lul| , < cso dass

V(z) > / W (5,2, ) ds + V(p(t, 2, un ) — <.

Beachte o(s, z, ugz ) — 0 fiir t — oo, weil andernfalls das Integral iiber W gegen
oo geht, was unmoglich ist. Fiir gegebenes R > 0 wihle g > 0 und ¢ > 0 grof
genug, so dass

llo(s, z,ug )|l < eo fir alle ||z|| < R and aq(2gg) < e.
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Daher gilt firz, y € R” with ||z]|, |ly|| < R

V@) - V(y)

~ it W (s, w)ds + V(lt, 2, 0))) — in{ / W (ol w)ds £ V(t, )}

< /Ot W(p(s, z,uyt))ds + V(p(t, x,uy)) — /Ot W (s, 4, uy,e))ds — V(o(t, Y, uy,e)) + €
</ I ol 2,1000)) — W5, s + V(0 2, 0)) +

weil V(¢(t,y,uy)) > 0. Fiir || — y|| klein genug impliziert Gronwalls Lemma,
dass

(s, @, uy 1)) = @(s,y, uy1)l
fiir alle s € [0,¢] klein ist. Daher gilt fiir ||z — y|| klein genug

/0 W (05,2, 1)) — W (s, 9y )] ds <

und
lo(s, 2, uy )| < [p(s,y,uy.¢)| + €0 < 2¢0.

Die letzte Ungleichung impliziert
Vet @, uy.e)) < co(l@t, @, uy )| < az(220) <e.
Daher erhilt man fiir [z — y|| klein genug die Ungleichung
V(z) = V(y) < 3e.
Dieselben Argumente liefern auch die behauptete Stetigkeit
V() = V(y)| < 3e.

Man beachte, dass wir keine Lipschitz-Stetigkeit erhalten (im Gegensatz zum
Beweis von Theorem 3.16). Man kann jedoch in der Tat zeigen, dass Lipschitz-
stetige Kontroll-Lyapunovfunktionen existieren. Ferner beachte man, dass selbst
fiir Lipschitz-stetige V' Theorem 3.19 wegen des inf vor der Ableitung nicht
anwendbar ist.
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Kapitel 4

Feedback-Stabilisierung

Die Existenz einer Kontroll-Lyapunovfunktion ist, wie wir gesehen haben, dqui-
valent zur asymptotischen Kontrollierbarkeit. In diesem Kapitel betrachten wir
eine stiirkere Eigenschaft: Existenz von stetigen stabilisierenden Feedbacks. Da-
zu leiten wir zunéchst eine notwendige Bedingung fiir Feedback-Stabilisierbarkeit
her, Brocketts notwendige Bedingung. Dann werden wir an einem Beispiel (Art-
steins Kreise) zeigen, dass aus asymptotischer Kontrollierbarkeit nicht die Exis-
tenz von stetigen stabilisierenden Feedbacks folgt. Schliefllich préisentieren wir ei-
ne universelle Formel fiir stabilisierende Feedbacks, die von E.D. Sontag stammt.

4.1 Brocketts Bedingung

In diesem Abschnitt werden wir zuerst eine leicht iiberpriifbare notwendige Be-
dingung an das Vektorfeld f(z,u) herleiten, mit der man testen kann, ob ein
System Lipschitz—stetig Feedback—stabilisierbar ist. Dies Kriterium wurde 1983
von dem amerikanischen Mathematiker Roger W. Brockett versffentlicht [1];
der Beweis, den wir hier angeben, stammt aus dem Buch von E.D. Sontag [12].
Wir formulieren das Resultat in Lemma 4.1 zuerst fiir unkontrollierte Diffe-
rentialgleichungen & = f(z) und geben danach die Folgerung fiir kontrollierte
Differentialgleichungen ¢ = f(x,u) an. Hierbei bezeichnen B, und clB, den
offenen bzw. abgeschlossenen Ball mit Radius p > 0 um den Nullpunkt im R™.

Lemma 4.1 Betrachte ein gewéhnliche Differentialgleichung & = f(x) mit lo-
kal Lipschitz—stetigem Vektorfeld f : R — R™ und lokal asymptotisch stabilem
Gleichgewicht x* = 0. Dann enthdlt die Menge
FR™) :={y e R" |y = f() fir ein x € R"}

eine Umgebung B der Null.
Beweis. Es bezeichne S, die Sphire mit Radius p im R", also S, = 0B,. Wir
skizzieren zunéchst den Beweis der folgenden Eigenschaft: Wenn eine stetige
Abbildung H : [0,1] x clB, C R" die Bedingungen

H(l,z) = —z fiir alle x € S, und H(t,z) # 0 fiir alle z € S,,t € [0,1] (4.1)

%)
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erfiillt, so existiert ein € > 0 mit
clB. C H(0,clB,) := {p € R"| |p= H(0, ) fiir ein = € clB,}. (4.2)

Der Beweis von (4.2) beruht auf dem Brouwerschen Abbildungsgrad deg(G, p)
einer Abbildung G : clB, — R" in einem Punkt p € B,. Dies ist eine ganze
Zahl, die der Abbildung zugeordnet wird (fiir eine genaue Definition siehe z.B.
H. Jeggle, Nichtlineare Funktionalanalysis, Teubner, 1979. [6, Definition (3)].
Der Betrag |deg(G, p)| liefert eine untere Schranke fiir die Anzahl der Losungen
y € clB, der Gleichung G(y) = p. Der Abbildungsgrad existiert unter den obigen
Voraussetzungen an H fiir die Abbildungen Gy(z) := H(t,x),t € [0, 1], zudem
ist er unabhéingig von ¢ € [0, 1] (dies folgt aus dem Homotopiesatz [6, Satz (26)]).
Aus dem Randsatz [6, Satz (27)] und der expliziten Formel von deg(G,p) fiir
differenzierbares G erhilt man deg(G¢,0) = (—1)" fiir alle ¢ € [0,1]. Aus der
Stetigkeit von Go(z) = H(0,z) in = und der Kompaktheit der Sphére S, folgt
die Existenz von ¢ > 0 mit |Go(z)|| > ¢ . Hieraus folgt mit [6, Satz (29)] die
Gleichung

deg(Go,p) = (=1)"

fiir alle p €clB.. Folglich besitzt die Gleichung Gy(y) = p fiir alle p €clB.
mindestens eine Losung y €clB,, woraus (4.2) folgt.

Mit Hilfe von (4.2) beweisen wir nun das Lemma. Wihle einen abgeschlos-
senen Ball cIB, C N, wobei N die Umgebung aus der Stabilitétsdefinition ist.
Wir wenden (4.2) auf die folgende Abbildung an:

f(@), t=0
H(t,x):= -t =1
%|:<p (%_t,av)—x}, te(0,1).

Wir miissen nachweisen, dass diese Funktion H stetig ist und die Bedingungen
n (4.1) erfiillt. Zun#chst ist sicherlich H(1,z) = —z, zudem ist H (¢, z) # 0 fiir
alle x € S, C N\ {0} und alle t € [0,1], weil H(0,z) = 0 bedeuten wiirde,
dass z ein Gleichgewicht ist, H(1,z) = —x # x, und H(t,x) = 0 fiir ¢t € (0,1)

bedeuten wiirde, dass
t
¢@_¢@>xQ

also, dass z ein periodischer Punkt ist. Beides widerspiche der asymptotischen
Stabilitit auf N.

Es bleibt, die Stetigkeit von H zu zeigen. Fiir ¢ € (0,1) ist H als Kom-
position stetiger Funktionen stetig, fiir ¢ — 1, also ﬁ — oo gilt wegen der
asymptotischen Stabilitéit

t t
_ < _
@(1tax>_ﬁ<p71t)_>0’

woraus H(t,z) — —az gleichméBig in « und damit die Stetigkeit folgt. Zum
Beweis der Stetigkeit in ¢ = 0 zeigen wir, dass fiir jedes  €clB, und jedes ¢ > 0
ein 6 > 0 existiert, so dass fiir alle ¢t € [0,1],y €clB, gilt

t < d,|ly — x| < 6 impliziert |H(t,y) — f(z)]] < e. (4.3)
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Zum Beweis von (4.3) verwenden wir die aus der Integraldarstellung der Losun-
gen stammende Gleichung

St =il = [ fetmaar

Hieraus folgt

LS ey) — 4] — fla) = / (Flo(ry) — f(a))dr + / " fl(ry))dr.

S

Wegen der Stetigkeit von f(p(-,-)) existieren nun d1, d2 > 0, so dass aus s € [0, 1]
und ||y — z|| < d2 die Ungleichung

1 (p(m,9) = f@)ll <&/2

folgt. Sei M > 0 eine Schranke fiir || f(¢(7,y))|| fiir s € [0,d1) und ||y — z|| < 2.
Nun betrachte diese s und y und ¢ := s/(1+ s), also 1 — t = =5 ynd daher

1+s
t J—
17_2‘: S.
Es folgt die Ungleichung
() - 1@l = | 7 | (T0) ~a] - 1@

= 12:8[%(8,1/) -yl = f(2)

= |5 | Gt - @y + [ reraar
< g + Ms= % + M%.

Wiihlen wir nun § > 0 so klein, dass § < do, 1‘%5 < 6 und M15T5 < g/2 ist, so
erhalten wir hieraus (4.3).

Die Funktion H erfiillt also alle Voraussetzungen in (4.1), woraus (4.2) folgt
und damit gibt es € > 0 mit

B, C H(0,clB,) = f(cIB,) C f(R™).

Der obige Beweis folgt i.W. Sontag, Beweis von Fact 5.9.17 [12]. m
Der folgende Satz formuliert Lemma 4.1 fiir Kontrollsysteme.

Theorem 4.2 Betrachte ein Kontrollsystem & = f(x,u) mit f(0,0) = 0. Ange-
nommen, es existiert ein (lokal) stabilisierendes Feedback F : R™ — U, so dass
f(z, F(x)) lokal Lipschitz—stetig ist. Dann enthdlt die Menge

FR™U):={y eR"| |y = f(z,u) fir ein x € R" und einu € U}
eine Umgebung B der Null.

Beweis. Wenden wir Lemma 4.1 auf g(z) = f(z, F(x)) an, so erhalten wir
sofort B. C g(R") C f(R™,U). m
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Bemerkung 4.3 Im linearen Fall £ = Ax 4+ Bu, also f(z,u) = Az + Bu, be-
deutet Brocketts Bedingung, dass rang(A, B) = n. Dies ist notwendig fiir Stabi-
lisierbarkeit, weil nach dem Hautus-Kriterium Stabilisierbarkeit dquivalent dazu
ist, dass

rang(A — AI,B) =n

fiir alle Figenwerte A von A mit ReA > 0. Ist A = 0 ein Figenwert von A,
so folgt also Brocketts Bedingung, ist A = 0 kein Eigenwert von A, so gilt be-
reits rangA = n. Im linearen Fall ist auch klar, dass Brocketts Bedingung nicht
hnreichend fiir Stabilisierbarkeit mit linearem Feedback ist.

In dem folgenden nichtlinearen Beispiel ist Brocketts Bedingung verletzt.
Beispiel 4.4 Betrachte das 3d System mit 2d Kontrolle

.’L'l(t) = Ul(t),
La(t) = ua(t),
xg(t) = .Ig(t)ul(t)

Man sieht leicht, dass kein Punkt der Form (0,r,¢) mit e # 0 und r € R beliebig
im Bild von f liegt. Dies System (Brocketts nichtholonomer Integrator) ist ein
einfaches Modell eines lenkbaren Fahrzeugs mit Fahrtrichtungswinkel 0 = x;
(gemessen an der waagerechten Achse) und Position

(21,22) = (z2cos 0 + x3sin b, zo sin 6 — x3 cosb).
(Vergleiche das Modell des Einrads, Beispiel 2.4).

Mit Hilfe von Beispiel 4.4 kénnen wir nun zeigen, dass die Umkehrung von
Theorem 4.2 nicht gilt.

Korollar 4.5 Die asymptotische Kontrollierbarkeit impliziert nicht die Lipschitz—
stetige Feedback—Stabilisierbarkeit.

Beweis. Betrachte Beispiel 4.4 mit U = R2. Nach Satz 4.2 ist das System nicht
Lipschitz—stetig Feedback—stabilisierbar, da Brocketts notwendige Bedingung
verletzt ist. Die Behauptung des Korollars folgt nun, wenn wir zeigen, dass das
System asymptotisch kontrollierbar ist.

Fiir einen gegebenen Anfangswert z = (71, 2,73)7 € R?® wihlen wir die
Kontrollen

0, te[0,1]

—sgn(z3)+\/| 3], te(1,2]

up(t) = 0 t€(2,3]

—(z1 — sgn(xg)\/@), t € (3,4]

0, t >4,
sgn(zz)/|zs| — z2, t€[0,1]
wn(t) = 0, te(1,2]
! —sgn(z3)\/|zs]  te€ (2,3
0 t>3.




4.2. BEISPIEL: ARTSTEINS KREISE 59

Mit diesen Kontrollen ergeben sich die folgenden Zusténde:

i xr1 + fol 0dt 1
ﬂmw:mﬂ®mmw@w:%mmm,
I3 + fO SUQ Odt z3

w1+ [7 —sgn(ws)y/Jws]dt xy —sgn(z s)\/@
P(2,z,u) = , sgn(es)y/Jzs[ + [} 0dt = | ssn(ws)y/|as]
o J7 (et ) (gt ) ;

ry —sgn(z3) \/|$73 f2 0Odt Tl — Sgﬂ |3
cp(3,x,u) = Sgn 5'33 \/|$73+ fz 7Sgn 563 \/Edt - ’
i 0+ f2 x2(t)0dt
z1 —sgn(zs)\/|za] — [ —(z1 — sgn(x3)/|z3])dt 0
w4, z,u) = 0+ f3 0dt =101,
0+ f2 x2(£)0dt 0

o(4,z,u) =0 fir t > 4.

Dabei haben wir benutzt, dass z2(t) konstant auf dem Intervall [1,2] und fiir ¢ >
4 ist. Das System wird also in endlicher Zeit ¢ = 4 nach 0 gesteuert. Verwenden
wir der einfacheren Rechnung wegen die Maximums—Norm, so hat das System
fiir ¢t € [0,4] den maximalen Abstand vom Nullpunkt

ol < max {Jas] + VIzs], 22l 25} < ll2l + 3/ Izl

Die Funktion
Blr.t) = e'e™ (r+ /1)

ist daher eine KL-Funktion mit

et 2, u)ll o < B2l 1)-

Da zudem
[u)ll o < lz1] + Viws| <zl + 1/ 112l

folgt die asymptotische Kontrollierbarkeit mit v(r) =r+ /7. =

4.2 Beispiel: Artsteins Kreise

In diesem Abschnitt diskutieren wir ein Beispiel, fiir das eine nichtdifferenzier-
bare Kontroll-Lyapunovfunktion existiert, das also asymptotisch kontrollierbar
ist, das Brocketts Bedingung erfiillt, fiir das aber kein Lipschitz—stetig stabili-
sierendes Feedback existiert — tatséchlich existiert nicht einmal ein stetig sta-
bilisierendes Feedback. Das von dem israelischen Mathematiker Zvi Artstein
stammende und unter dem Namen “Artsteins Kreise” bekannte Beispiel ist ge-
geben durch die Differentialgleichungen

i1(t) = (—z1(t) + 22(t)*) u(t), (4.4)
Zo(t) = (—2z1 ()@ (t))u(t).
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Hier ist Brocketts Bedingung erfiillt: Fiir v = (v1,v2)7 € R? mit vy # 0 withlen

wir
vy v} vy

21=1,m9= = + [ L +1#40,u=—-=,

) U 2T9

was impliziert

Damit ergibt sich fiir f(z,u) € f(R™,U)

o=t =[RS -0

—2x1 2o 229 (—222) (—32)

Fiir v = v; = 0 wihlen wir v = 0 und z beliebig und fiir vo = 0 und v; # 0
wihlen wir z1 = 0,22 = /[v1] und u = sgn(v1). Somit liegt jeder Vektor v € R?
im Bild von f, womit Brocketts Bedingung erfiillt ist.

Um zu zeigen, dass das System nicht mit stetigem Feedback stabilisierbar
ist, betrachten wir die Losungstrajektorien, die sich fiir dieses System analytisch
beschreiben lassen: Fiir den Anfangswert x = (21, x2) setzen wir

lz||? /22, x5 >0

() =4 " ]? /222, 2y <0
0, To=0und z1 =0
0, zo =0 und zy # 0.

Um die Losungen zu diesem Anfangswert zu beschreiben, definiere ,.(-, ¢g, u) :
R — R und 9o (¢, %0, u) : R — R als die Losungen der 1d Kontrollsysteme

U (t) = gr (1, 1) = 2u(t)r(cos b, (t) — 1), rsintyy = x1,

und
Qboo(t) = oo (Yoo, 1) = —u(t)1/100(t)2, o = 1.

Dann rechnet man nach, dass die Losung die folgende Form hat:

(TSinw’r‘(t7w0au)7_Tcoswr(tvw()au)+r Tv T2 >0
_ (Tsinwr(t,wo,u),rcosq/zr(t,1/)0,u) -Tr T7 T9 < 0
p(t,z,u) = 0 zo=0und 1 =0

(woo(t7w0>u)70)—r x2 =0 und x; 7é 0,

In der Tat erfiillt dies die Differentialgleichung und die Anfangsbedingung. Zum
Beispiel ist die Anfangsbedingung fiir den Fall 25 > 0

rsin,. (0, Yo, u) - 7 sin g - 1
—rcostp(0,%g,u) +7 | | —rcostpo+r | | —rcosipg+r
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und

2
—rcoswo—i—?“:—r\/l—Sin2w0+r:—m/1—x—;+r:—\/r2—x%+r
T

34y, 243
433% ! 2.132
1 2 x2 + 12
= \JIe2 +22? —4g22 4+ L 2
2o (21 5] 122 2o
1 5 x4 a2
=—— /|22 — 22 L 2
21‘2 [ 1 2] + 2:1:,2
2 2 2 2
=50 [—2% + 23 + 27 + 23]

= T2.

Wegen der Periodizitét des Cosinus konnen wir im Falle » < co annehmen, dass
Yo € [—m, 7). Der Nullpunkt z = (0,0) " entspricht dann gerade dem Punkt 1y =
0. Beachte, dass man die Losungskurven nicht verlassen kann, egal wie u gewéhlt
wird; man kann lediglich die Richtung und die Geschwindigkeit beeinflussen, mit
der diese Kurven durchlaufen werden. Ferner rechnet man sofort nach, dass die
Komponenten z(t), z2(t) von ¢(t, z,u) for z9 > 0 ie Gleichung

21 (t)? + (w2(t) — 1)* =1

erfiillen, also auf einem Kreis um (0,7) mit Radius r liegen; analog fiir x5 < 0.
Wir wollen nun beweisen, dass es kein stetiges Feedback geben kann, das
dieses System stabilisiert, nicht einmal lokal. Wir nehmen dazu an, dass mit
F :R? — R ein lokal stabilisierendes stetiges Feedback gegeben ist.
Wihle ein » > 0 so klein, dass der zugehorige Losungskreis ganz in der
Umgebung N liegt, in der das mittels F' geregelte System asymptotisch stabil
ist. Fiir die durch

F(p) = F(rsint, —rcosth +r)

gegebene Abbildung F:R >R gilt dann, dass die zugehorigen Losungen
pr(t,z) des geregelten Systems fiir Anfangswerte © = (x1,z2) mit 2o > 0 und
r(x) = r von der Form

@F(tax) = (TSinwr(tawOap)a 7TCOSwr(taw07ﬁ‘)) + T)T

mit rsiny = x; sind.

Aus der angenommenen asymptotischen Stabilitit folgt g (t,z) — 0 und
ler(t, )| < B(]|z],0), woraus fiir g hinreichend nahe bei 0 die Konvergenz
U (t, 20, F ) — 0 folgt. Da 1,.(t) eindimensional ist, muss in einer Umgebung der
Null also gelten

gr(, F()) < 0 fiir ¢ > 0, g, (1, F()) > 0 fiir ¢ < 0 (4.5)

Wiederum wegen der Periodizitét von Sinus und Cosinus gilt

gr (0 + 21, F(0 + 27)) = 9o (v, F(¥))
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fiir alle v € R. Also folgt aus (4.5), dass eine Umgebung von ¢* = 27 existiert,
so dass

gr (¥, F (1)) < 0 fiir ¢ > 2, g, (4, F (1)) > 0 fiir ¢ < 27 (4.6)
gilt. Aus (4.5) und (4.6) folgt, dass ein £ > 0 existiert, so dass

9-(&,F(¢)) < 0und g, (27 — &, F(2r — €)) > 0

Da auch g, (1, F (1)) wegen der Stetigkeit von F' stetig ist, existiert nach dem
Zwischenwertsatz ein & € [€,2r — €] mit g, (£, F(&)) = 0. Daraus folgt, dass
auch f(z1,F) = 0 ist fir 1 = (rsin&y, —rcoséy + r)) # 0, also ist x; ein
Gleichgewicht und es folgt

p(t,x1) = xq fir alle ¢t > 0. (4.7)

Da z; aber auf dem zu r gehorigen Losungskreis liegt, liegt 1 in N. In diesem
Bereich ist das geregelte System aber asymptotisch stabil, also folgt ¢ (t, 21) —
0, was ein Widerspruch zu (4.7) ist. Also kann F' nicht existieren.

SchlieBllich geben wir eine (nicht-differenzierbare) Kontroll-Lyapunov an.

V(z) :=1\/42? + 323 — |z4]. (4.8)

4.3 Sontags Universelle Formel

In diesem Abschnitt betrachten wir kontroll-affine Systeme der Form
(1) = fla(t),u(t)) = fo(x(t) + Y uilt) filx(t)) (4.9)
i=1

mit z € R” und w = (u1,us,...,uy,) € U = R™, wobei die f; lokal Lipschitz-
stetige Abbildungen von R™ nach R™ sind. Zudem betrachten wir in diesem
Abschnitt Feedbacks F': R™ — R"™ die die folgende Annahme erfiillen.

F ist stetig auf R™ und Lipschitz-stetig auf R™ \ {0} mit F(0) =0. (4.10)

Die Bedingung F'(0) = 0 kann hierbei 0.B.d.A. angenommen werden, ansonsten
transformieren wir f und F mittels f(z,u) == f(z,u + F(0)), F(z) := F(z) —
F(0).

Beachte, dass f(x, F(z)) fiir ein solches Feedback nicht Lipschitz—stetig in
x = 0 sein muss. Wir schwiichen unsere bisher gemachten Bedingungen also
etwas ab. Insbesondere miissen die Losungen von (4.9) mit diesem Feedback
fiir Anfangswert z = 0 nicht eindeutig sein. Wenn das Feedback F' allerdings
asymptotisch stabilisierend ist, erhalten wir wieder Eindeutigkeit, da aus der
Ungleichung

ler (@t 0)[l < B([0],¢) =0

zwingend ¢ (t,0) = 0 folgt und es daher nur die Nulllssung zum Anfangswert
x = 0 geben kann.

Das Ziel in diesem Abschnitt ist es zu beweisen, dass aus der Existenz einer
glatten Kontroll-Lyapunovfunktion die Existenz eines stabilisierenden Feed-
backs folgt — ein Resultat, das auf Z. Artstein zuriick geht. Wir werden aber
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noch etwas mehr als einen abstrakten Existenzbeweis fithren, denn man kann
sogar eine explizite Formel fiir F' angeben. Diese Formel ist in der Literatur als
universelle Formel oder — nach ihrem Erfinder E.D. Sontag — Sontag—Formel
bekannt. Das daraus resultierende Feedback wird i.A. nicht mehr Lipschitz—
stetig stabilisierend sein, erfiillt aber die nur leicht schwichere Bedingung (4.10).

Um die Rechnungen zu vereinfachen, beschrianken wir uns im folgenden Satz
auf den Fall m =1 in (4.9), d.h.

f(@,u) = fo(z) + ufi(z)
mit u € R und geben die allgemeine Losung in Bemerkung 4.7 nur an.

Theorem 4.6 Betrachte ein kontroll-affines Kontrollsystem (4.9) mit m = 1.
Sei V' eine stetig differenzierbare globale Kontroll-Lyapunouvfunktion, fir die mit
ay,an € Ko gilt

ar([lz])) < Vi(z) < aa(fl=]])

und die mit einer Funktion W wie in Definition 3.31 die Bedingung

inf V(z)f(z,u) < =W(z) <0 fir einy e (4.11)
w€l, [lull<y(ll])

erfillt. Definiere F' durch F(0) := 0 und fir x #0

oV YETROVGIET o (e £
0 falls DV (z) f1(x) =0

F(z) =

Dann ist F ein stetiges Feedback, das (4.10) erfillt und fiir das die Differenti-
algleichung

global asymptotisch stabil ist.

Beweis. Wir betrachten zuniichst die Abbildung

a++va24b2 b?é 0
b) = b ’
w(a’? ) { 0, b — 0

und die Menge
S :={(a,b) € R*| b> 0 oder a < 0}.

Wir zeigen, dass ¥ : S — R eine stetig differenzierbare Abbildung ist. Dies folgt
aus dem impliziten Funktionensatz, da fiir

¢(a,b,p) :=bp®> —2ap — b

die folgende Gleichung gilt:

é(a, b, (a,b)) = b% (a+ e +b2)2 - 2% (a+ 2 +b2) —b
042

2
:?+2% a2+b2+%(a2+b2)—2%—2%\/a2+b2—b

=0.
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Die Funktion ¢ ist stetig differenzierbar und die Ableitung

99
8—p(a, b,p) = 2bp — 2a

ist ungleich 0 in einer Umgebung von (a, b, 1 (a, b)) (hat hier also vollen Rang):
Falls b = 0 ist, gilt 2bp — 2a = —2a > 0, und falls b #£ 0 gilt

2b(a,b) — 2a = 2a + 2v/a? + b2 — 2a = 2v/a? + b2 > 0.

Daher ist der implizite Funktionensatz anwendbar und v ist stetig differenzier-
bar.

Wir zeigen nun zunéchst die Lipschitz—Stetigkeit von F' auf R™\ {0}. Wir
kénnen F' mit Hilfe von v als

F(z) = =DV (2) fi(w)¢(DV (z) fo(x), (DV (2) f1(x))" )
schreiben. Falls # # 0 und DV (z) f1(z)? = 0 ist, muss die Ungleichung
DV (z)f(z,u) <0

gelten, weil
inf DV (2) f(z,u) < =W (x) < 0.

Also gilt dann DV (z) fo(z) = DV (z) f(x,u) < 0 und daher ist fiir z # 0
(DV (z) fo(z), DV () f1(z)?) € S.

Weil ¢ : § — R eine differenzierbare Abbildung ist, folgt, dass ¢(DV () fo(z), (DV (z) f1(x))*)
und damit auch F" auf R™\ {0} eine Komposition Lipschitz—stetiger Funktionen
ist und damit selbst Lipschitz—stetig ist.

Wir schreiben nun kwrz g(z) = f(z, F'(z)). Fiir  # 0 ist

DV(z)g(z) = DV(z) fo(x) + DV (z) f1 () F(x)
= —V/(DV(2) fo(x))? + (DV (2) f1(x))".
Daher ist V' eine Lyapunovfunktion fiir g mit
W (x) = v/ (DV (@) fo(@))? + (DV (@) fu(@))* > 0 fiir z # 0,

woraus die globale asymptotische Stabilitét folgt (Lipschitz auf R™ \ {0}
reicht!).

Es bleibt die Stetigkeit von F in = 0 zu zeigen. Wegen F(0) = 0 ist
also zu zeigen, dass F(x,) — 0 gilt fiir jede Folge x,, — 0. Da V in 0 ein
lokales Minimum besitzt, folgt DV (0) = 0, also DV (z) — 0 fiir z,, — 0. Wir
unterscheiden nun zwei Fille:

1. Fall: Falls DV (z) fo(x) > 0 ist, betrachte die Ungleichung

DV (z) fo(z) +

inf DV(2)ufi(z) < =W(z) <0
eI DV(@ufi(e) < W) <

Das Infimum wird hier entweder fiir v = v(||z||) oder u = —v(J|z||) angenom-
men und ist in jedem Fall gleich —vy(z)|DV (x)fi(z)|. Also erhalten wir unter
Ausnutzung von DV (z) fo(z) > 0 die Ungleichung

[DV () fo(@)| =[]} IDV (2) f1(z)] = DV (z) fo(x) = ([l«]]) [DV () f1(z)] < 0.
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Wegen Va2 + b2 < \/(a+b)? = a+b fiir a,b > 0 gilt

DV (z) fo(x) + /(DV (z) fo(x))? + (DV (z) f1(«))*
< 2[DV () fo(x)| + (DV (2) f1(x))*.

Es ergibt sich

DV (@) fo(x)| | (DV () fu(2))?
F@ <2 e h@] T DV@)n @)

2. Fall: Falls DV (z) fo(z) < 0 ist, gilt

V() fo() + v/ (DV () fo(@))? + (DV (2) f1(2))* < (DV (2) f1(x))?

< 2y(|lz]) + DV () f1 ()|

e (DV (@) f1(x))?
x) 1T
F@) < 2
|DV () fi(z)]
d.h. wir erhalten eine kleinere Schranke als in Fall 1.
Fiir z,, — 0 folgt damit

[E ()| < 2v([lznll) + DV (20) fr(zn)] -

Hier gilt v(||z»||) — 0, fi(z,) bleibt beschréinkt, und DV (x,) — 0, weil DV
stetig ist und # = 0 ein lokales Minimum von V ist, also DV (0) = 0 folgt. Dies
zeigt die Stetigkeit von F' und beendet damit den Beweis. m

< [DV (@) fi(2)],

Bemerkung 4.7 Im allgemeinen Fall (d.h. m > 1) erhdlt man fir die i-te
Komponente des Feedbacks F' : R™ — R™ die Formel

m

Fi(z) = =DV(z) fi(x)y <DV(w)fo(w)7 (DV(ﬂf)fi(w))2>

k=1
fiir x £ 0 und F(0) =0, mit ¢ aus dem Beweis von Theorem 4.6.
Wir illustrieren das Resultat an zwei Beispielen.

Beispiel 4.8 Betrachte die mathematische Pendelgleichung, bei der der Null-
punkt dem aufgerichteten Pendel entspricht,

xl(t) xg(t),
{EQ(t) = 7](31‘2(0 + sin I’l(t)

Wir setzen k = 1 und addieren nun eine Kontrollvariable in der zweiten Kom-
ponente, also

%1(t) = x2(t),
Zo(t) = —kao(t) + sinzy(t) + u,

was physikalisch einer Kraft entspricht, mit der die Winkelgeschwindigkeit be-
einflusst werden kann, z.B. durch einen Motor an der Drehachse. Betrachte die
Funktion

V(@)= 5((or + )" +23).
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Um die Abschitzung nach unten zu erhalten, beachte, dass fiir a € (1,v/2) gilt
2,2 L s LAY
a“xi + 2xixo + ?zQ = (azx1 + axQ) >0,

also .
2,2 2
2z > —a"x] — ?%.

Dies liefert
(2:@ + 22179 + x%)

1
2 _ 2.2 2 2
(2561 —a“zr] — a2$2+m2

1 1
(2 - aQ)x% + 5(1 — E)xg

vV
N = N~ N~

WegenQ—a2 >2—(\/§)2 =0 undl—a% > 1—%:0 kann man dies nach
unten abschdtzen durch die Funktion

1 1
ay(r) = 5min(2 —a? 1 - g)r, r > 0.

Ferner ist wegen (z1 + z2)? < 223 + 23
1
V(z) = 5((3:1 +29)% + 22) < 222 4+ 322 < 3|z|°.
daher kann V (z) nach oben durch as(r) = 3r? abgeschitzt werden. Ferner gilt
DV (z)f((z,u) = (221 + x2)x2 + (2 + 1) (—x2 + sinzy + u).

Wir zeigen, dass dies eine Kontroll-Lyapunouvfunktion fir das gegebene System
ist, indem wir geeignete u wdhlen, so dass die Ableitungsbedingung erfillt ist:
Hierzu setzen wir u = —x1 — o —sinxy, woraus |u| < 3|jz|| folgt; wir kénnen
also y(r) = 3r wdhlen. Fir die Ableitung erhalten wir
DV (z)f(z,u) = (221 + x2)x2 + (2 + 21)(—22 +sinzy — 1 — 22 — sinxy)
= (221 + z2)xy + (2 + 21)(—21 — 222)
=2x129 + x% — x% — 210% — 3x122

1 1
=~ 2} —wiws < — (et +ad) = — [l <.

Damit ist V' eine Kontroll-Lyapunovfunktion fir das System, die (4.11) erfiillt.
In der Form (4.9) geschrieben, gilt fir das System

- T2 o 0
folz) = { —X9 4 sinzy } und fi(z) = { 1 } )

Wir erhalten also

DV (x)fo(x) = (2z1 + z2)xa + (22 + 21)(—22 +sinxy) = 122 + (21 + 22) sinzy

und
DV (z)fi1(z) = w1 + 22
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Die universelle Formel liefert daher

_miTa (z1 + x2)sinzy + \/(LEllEQ(.’Il + xo)sinzy)? + (z1 + x2)*

F =
() P

Beispiel 4.9 Betrachte wiederum Artsteins Kreise, gegeben durch

1 (t) = (—z1(6)? + 22(t)?) ult),
() = (—2z1(t)z2(t))ult).

Wir haben bewiesen, dass das System asymptotisch kontrollierbar, aber micht
stabilisierbar mit stetigem Feedback ist.
Wie in (4.8) angegeben, ist

V(z) := /423 + 323 — |z1]

eine nichtglatte Kontroll-Lyapunovfunktion. Dies soll jetzt noch nachgewiesen

werden.
V423 + 323 > 2|z | und (/422 + 323 > V3|22,

Wegen
V(x) = max(|a1|, V3 |za|) 2 an (|2l )

mit aq(r) = r. Ferner ist

gilt

V(z) < as(z]ly) = 2]zl -
Die Funktion ist differenzierbar fiir x1 # 0. Fir x1 > 0 berechnet man
DV (z)f(z,—1) = —W(x)

mat

W(z) = Az >+ 2| 22 — (22 — 22) /422 + 322
V42 + 323 .

Diese Funktion ist positiv fiir & # 0: Fir x3 — x3 < 0 ist dies klar, und fiir

22 — 23 >0 (also |z1| > |x2|) erhalten wir fiir den Zéhler

4z]* + 2|21 | 23 — (2F — 23)y /402 + 323

> dfer[* + 2|23 — (F - 23)y/da? + /303

= 4|er [’ + 2]a1| 23 - (2F - 2) (2]m] + V3 zal)

=4z P + 21| 23 — 2|1 |® — V322 o) + 222 |21 | + V32|
> 2|21|* + 2|@1| 23 — VB2 |® + 203 |21 | + V3 |22

= (2—V3) |1 |* + 4 x| 22 + V3]zo]® > 0.

Wiihlen wir nun zu einem Anfangswert x € R? mit 1 # 0 die Kontrollfunktion

Uy = —1 falls 1 > 0 und u, =1 falls x1 <0,
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so wissen wir aus der expliziten Darstellung der Trajektorien, dass die x1-
Komponente der Losungen fiir alle Zeiten ungleich 0 bleibt. Die Ungleichung

DV(QQ(t,LE, UT))f(IE, um) < 7W(‘P(t7xvur)

gilt also fir alle t > 0. Integration liefert

V(e(t,x, uy) —|—/0 W(p(s,x,u,)ds < V(x).

Diese Ungleichung gilt, wegen der Stetigkeit aller Funktionen (bei festem u,)
auch fiir xy = 0 (sowohl fiir u, = 1 wie fiir u, = —1). Daher ist V eine Kontroll-
Lyapunovfunktion.

Mit Theorem 4.6 kénnen wir nun zeigen, dass keine stetig differenzierba-
re Kontroll-Lyapunovfunktion mit Lipschitz stetiger Ableitung existieren kann.
Nehmen wir dazu an, dass V' eine solche Kontroll-Lyapunouvfunktion ist, d.h.
es gilt die Ungleichung

inf DV (x)f(z,u) < -W(zx)

ueUc
fiir ein C > 0 in einer Umgebung der 0. Setzen wir v(r) = r, so erhalten wir
aus der Struktur der Gleichung

g1 DV(@) () < inf DV(@)f (e (a])/C

< —W(2)y(llz])/C = —W(a).

Da fiir die neue Funktion W offenbar W > 0 fiir %+ 0 gilt, erfillt V die
Bedingung (4.11). Theorem 4.6 liefert dann die Ezistenz eines Lipschitz—stetigen
Feedbacks, was jedoch nicht existiert. Deswegen kann auch V nicht existieren.
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