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Vorbemerkung

Dies ist das Skript der im Wintersemester 2014/2015 am Institut fiir Mathema-
tik der Universitdt Augsburg gehaltenen Vorlesung. Die im Literaturverzeich-
nis angegebenen Quellen werden ohne weitere Kennzeichnung verwendet (eine
Hauptquelle ist das Buch von Trentelman, Stoorvogel und Hautus [16]).

Das Ziel dieser Vorlesung ist es, eine Einfiihrung in Probleme der Linearen
Kontrolltheorie zu geben.
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Kapitel 1

Einleitung

Diese Vorlesung gibt eine Einfiihrung in die Kontrolltheorie. Genauer handelt es
sich um Probleme der Kontrolle von Systemen, die durch gewohnliche Differen-
tialgleichungen beschrieben werden. Standardreferenzen sind E. Sontag [15]; D.
Hinrichsen und A.J. Pritchard [8], und Trentelman, Stoorvogel und Hautus [16],
S. Sastry [13], und speziell fiir nichtlineare Kontrollsysteme sind auch insbeson-
dere die Biicher V. Jurdjevic [10], Nijmeijer/Van der Schaft [12] und Isidori [9]
Zu nennen.

Zunichst werden wir ein einfaches und klassisches Beispiel aus der Mechanik
diskutieren, das mathematische Pendel oder, moderner interpretiert, die Bewe-
gung eines Roboterarms. Dabei treten bereits eine Reihe typischer Probleme und
Konzepte der Kontrolltheorie auf. Eine ausfiihrliche Herleitung der Differenti-
algleichung fiir das Pendel findet man in Aulbach [2, Beispiel 1.3.3], vergleiche
auch Sontag [15, Chapter 1].

Wir betrachten ein Pendel, das aus einer masselosen starren Stange und ei-
nem daran befestigten Massepunkt besteht. Das Pendel soll sich unter dem Ein-
fluss der senkrecht nach unten wirkenden Schwerkraft befinden. Wir bezeichnen
die Winkelposition des Pendels mit ¢ € [0,27), so dass ¢(t) die Winkelge-
schwindigkeit und ¢(t) die Winkelbeschleunigung zum Zeitpunkt ¢ bezeichnet.
Die Lage, Geschwindigkeit und Beschleunigung des Punktes M des sich auf dem
Kreis mit Radius [ bewegenden Punktes erhélt man einfach durch Multiplikati-
on von ¢(t), $(t) und @(¢) mit {. Zur Herleitung einer Differentialgleichung fiir
© benutzen wir das Newtonsche Kraftgesetz:

Kraft = Masse mal Beschleunigung
zu jedem Zeitpunkt t. Hier ist Masse mal Beschleunigung gegeben durch
mlp(t).

Die zur Zeit ¢t wirkende Kraft ist die tangentiale Komponente der (nach unten
gerichteten) Schwerkraft —mg, also

—mgsin ().

Dariiberhinaus beriicksichtigen wir eine Reibungskraft, die der momentanen Ge-
schwindigkeit proportional und entgegengesetzt ist, also

—ko(t)

1
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mit einer Proportionalititskonstanten k (dies ist eine stark vereinfachende An-
nahme! Die Modellierung von Reibungskriften ist sehr schwierig). Wir erhalten
nach Newton also

—mgsin () — kp(t) = mig()
oder .

B(t) =~~~ Tsing.
Wir nehmen jetzt zusétzlich an, dass ein Motor am Drehpunkt angebracht ist,
der eine Kraft (oder ein Drehmoment) w(t) auf den Roboterarm ausiibt. Dann
modifiziert sich die Gleichung zu

P(t) = —%cp - %sincp + u(t).

In dieser Gleichung entspricht ¢ = 0 dem senkrecht nach unten hingenden
Roboterarm und ¢ = 7 dem senkrecht nach oben stehenden Roboterarm. Wir
interessieren uns fiir die Position ¢ = 7. Der Einfachheit halber normieren wir
die Konstanten m = g =1 = 1, so dass

@(t) = —kp — sinp + u(t).
Setzen wir ¥ = ¢ — 7, so dndern sich die Gleichungen zu
() = —kI(t) — sin[9(t) + 7] + u(t).

Die Ruhelage in der senkrechten Position 9¥(¢) = 0 mit Geschwindigkeit 9 =0
ist offenbar eine Losung dieser Differentialgleichung fiir u(t) = 0. Aus offensicht-
lichen physikalischen Griinden ist diese Ruhelage bei u = 0 “instabil”. Unser
Kontrollproblem (Steuerungs- oder Regelungsproblem) besteht darin, kleine Ab-
weichungen aus dieser Ruhelage durch geeignete Wahl von u zu korrigieren. Der
Sinus-Term ist nichtlinear; wir kénnen aber ein lineares System herleiten, in-
dem wir fiir “kleine” Abweichungen ¢ ~ 7 die Approximation sinp ~ —(¢ —7)
benutzen, oder fiir ¢ nahe 0

sin[¢ + 7] ~ —0.

Man erhalt

I(t) 4+ k() — 9(t) = u(t).

Schreiben wir '
x1(t) = 9¥(t) und z2(t) = 9H(t)

so erhilt man

i’l = T2

jZ‘Q = 71€J}2 +x1 + u(t)

(2)=(0 ) (=) ()

Wir erwarten natiirlich, dass diese Gleichung das Verhalten des Ausgangsystems
in der Nihe der (oberen) Ruhelage anniihernd beschreibt. Dieses Vorgehen (Li-
nearisierung des Systems) werden wir spéter mathematisch analysieren. Jetzt
beschriinken wir uns auf die Analyse der linearisierten Gleichung.



Unser Ziel ist es, das System durch geeignete Wahl von w fiir (21, 22) # (0,0
moglichst schnell und mit méglichst wenig Oszillationen wieder nach (0,0) zu
bringen.

Ansatz:

u = —axr] mit o > 0.

Dies nennt man ein proportionales Feedback mit dem “Feedback-Gain” «. Ein-

setzen liefert
(2>:<(1) 1k)<2>+((1))(_04$1)
<§;>:<1Ea jk)(il)

Zur Vereinfachung nehmen wir jetzt an, dass £ = 0 gilt. Dann

(5)=(% o) ()

4= (1-a)d.

oder

oder

0

Die Eigenwerte von ( 1—a

(1) ) sind die Losungen von

Z+a—-1=0,

fiir a > 1 also

21,2 = :I:i\/a —1.

Daher sind fiir @ > 1 die Losungen Ellipsen. Fiir @ < 1 gehen alle Lésungen
betragsmiiflig gegen oo, aufler denen mit

22(0) = —z1(0)V1 — .

Fiir « = 1 sind alle Anfangswerte mit 22(0) = 0 Ruhelagen (also ¢(0) = 0 liefert
$(t) = 0 fiir alle ¢).

Wir sehen also, dass proportionales Feedback hier micht funktioniert. Wir
werden einen “Démpfungsterm” hinzufiigen:

Ansatz:

u(t) = —axy(t) — Bra(t)

mit @ > 1 und 8 > 1. Dies ist ein PD-Feedback (proportional-derivative). Man
beachte, dass zur Implementierung dieses Feedbacks nicht nur der momentane
Zustand () = ¥(t), sondern auch seine Geschwindigkeit 25 (t) = 9(t) gemessen
werden muss.
Einsetzen liefert
U+ B0+ (a—1)9 =0

oder
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Die zugehorigen Eigenwerte sind

_ Bl s
21,2 = D) + 2 ﬂ 4(a 1)
Ist 32 —4(a — 1) < 0, so ist der Realteil der Eigenwerte gleich —g < 0, die
Losungen konvergieren dann fiir ¢ — oo gegen 0. Will man auch Oszillationen
um den Nullpunkt vermeiden, so muss 3% — 4(a — 1) > 0 gewiihlt werden; auch
dann haben beide Eigenwerte negativen Realteil.

Das PD-Feedback stabilisiert also das linearisierte System; wir werden spéter
sehen, dass es in einer Umgebung der Ruhelage auch fiir das nichtlineare Systeme
funktioniert. Dies ist ein Beispiel eines allgemeinen Linearisierungsprinzips in
der Kontrolltheorie:

Designs, die auf Linearisierung beruhen,
funktionieren lokal fiir das nichtlineare System.

Dieses Prinzip oder ,Metatheorem”, das jeweils unter entsprechenden Voraus-
setzungen zu prizisieren ist, liefert die Rechtfertigung fiir das intensive Studium
linearer Kontrollsysteme.

Unser obige PD-Kontrolle hat die Form eines Feedbacks, ist also vom augen-
blicklichen Zustand x des Systems abhingig. Fine Alternative sind zeitabhéingi-
ge Kontrollen u, die nur von ¢ abhiingen, nicht von z. Die folgende Uberlegung
demonstriert, warum man bei Stabilisierungsproblemen Feedback verwenden
muss.

Betrachte das linearisierte System (mit k& = 0)

mit festem Anfangswert
Die Steuerung
liefert die Losung
I(t) = e,
wie man durch Einsetzen nachpriift:
=22 =4 %
also
9(0) =1, 9(0) = =2, I(t) — V() = de™ 2 — 72 = 372t = wu(t).

Die Losung konvergiert dann fiir ¢ — oo gegen (0,0)". Ist der Anfangswert
jedoch .
9(0) =1, ¥(0) = —2+¢, mit € #0,.

so fiihrt Anwendung derselben Steuerung zu unbeschriinkten Lésungen.



(I"Jbungsaufgabe! Hinweis: Beachte, dass

4 sinht = cosh ¢ und 4 cosht = sinht.)
dt dt
Kleine Anderungen oder Ungenauigkeiten in den Startwerten fiithren also dazu,
dass die (vorab berechnete) Steuerung wertlos fiir Stabilisierung wird. Bei der
PD-Regelung tritt dieses Problem, wie oben gesehen, nicht auf.
Das linearisierte Kontrollsystem liisst sich in der Form

T = Az + Bu

= (n)a=(1 )= (1)

schreiben. Kontrollsysteme dieser Form mit konstanten Matrizen A € R™*"™
und B € R™*™ heiflen lineare autonome (oder zeitinvariante) Kontrollsysteme
von endlicher Dimension in stetiger Zeit (dies bedeutet implizit, das es auch
nichtlineare und nichtautonome Kontrollsysteme und solche von unendlicher
Dimension und solche in diskreter Zeit gibt). In dieser Vorlesung werden wir
uns mit linearen und nichtlinearen Kontrollsystemen der Form

L.C:f(xau)

von endlicher Dimension beschiiftigen. Hierbei ist u eine von der Zeit ¢ abhéingige
Funktion u : R — R™ oder ein Feedback der Form v = F'z. Fiir das obige lineare
Kontrollsystem haben wir ein Feedback der Form

u=ra=(-a -5)( 1)

konstruiert. Einsetzen in das open-loop System & = Az + Bu ergibt das closed-
loop oder Feedback-System

&= (A+ BF)z.

Bei geeigneter Wahl von F' haben alle Eigenwerte, also die Nullstellen des cha-
rakteristischen Polynoms

XA+pr(z) = det[z] — (A + BF)],

negative Realteile. Dies garantiert, dass alle Losungen fiir £ — oo gegen 0 laufen.
Dies fiihrt auf das allgemeine Problem:

Gegeben seien Matrizen A € R™*"™ und B € R"*"; charakterisiere die
Mengen von FEigenwerten, wenn F alle Matrizen in R™*™ durchlduft.

Der fiir die lineare Systemtheorie zentrale Polverschiebungsatz, 16st dieses Pro-
blem.

Haufig ist nicht der gesamte Zustand des Systems einer Messung zugénglich
und damit fiir ein Feedback verwendbar. Wihrend das PD-Feedback fiir das
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invertierte Pendel zum Beispiel den gesamten Zustand z = (1, 22) = (9,7) des
Systems verwendet, benutzt das P-Feedback nur 27 = 9. Definiert man hier

T

C:R* >R, < N > — x1, also in Matrizendarstellung C' = ( 10 ) ,
2

so erhilt man ein lineares System mit Qutput
& = Az + Bu, y=Ct.
FEine lineares Feedback der Form
u = Ky = KCx mit einer Matrix K der entsprechenden Dimension,

wird als statisches Output-Feedback bezeichnet (entsprechend wird u auch als
Input bezeichnet). Feedbacks dieser Form sind meist nicht geeignet (wie oben
gesehen), das Stabilisierungsproblem zu 16sen. Stattdessen fithrt jedoch héufig
ein dynamisches Output-Feedback zum Erfolg: Man benutzt eine Differentialglei-
chung (einen dynamischen Beobachter), um aus dem Output den Zustand zu
schiitzen, und verwendet dann diese Schitzung im Feedback. Diese Konstrukti-
on ist sogar niitzlich, wenn alle Zustandsvariablen im Feedback zur Verfiigung
stehen, jedoch Storungen auf das System wirken. Als Illustration soll wieder das
linearisierte invertierte Pendel dienen, auf das eine konstante additive Storung
(zum Beispiel Wind) d(t) = d € R wirkt:

Eine PD-Kontrolle )
u=—av—pY, a, f>1,

stabilisiert das System fiir d = 0. Ist jedoch d # 0, so gilt fiir keine Losung des
Feedback-Systems ) )
I(t) — 9(t) + ad(t) + BY(t) = d,

dass 9(t) — 0 fiir ¢ — oo. Dies liest man aus der Losungsformel fiir diese
Gleichung ab: Mit 2 = (21, 22) " = (9,9) T ist

&1(t) = x2(t)
To(t) = (1 — @)z — P,

das heifit
j:‘l _ 0 1 X1 + d
Itg o 11—« 7B T2 0
oder -
T =Gx+d
mit

o (1% 3) (1)

Man rechnet direkt nach (dies ist gegeben durch die Variation-der-Parameter-
Formel), dass

t
z(t) = e“'x(0) + / eCGt=9)ds . d.
0



Da das obige PF-Feedback das homogene System stabilisiert, gilt
eGt(0) — 0 fiir t — oco.

G(t—s

Weil aber die zweite Komponente von fot e )ds fiir t — oo nicht gegen 0

geht (warum?), konvergiert 2(t) nicht gegen 0.
Wir kénnen d als zusitzliche Zustandsvariable auffassen, das System hat also
die Form

a1 (t) = w2(t),
{tg(t) = xl(t) + d(t) + U(t)

Weil d nicht fiir das Feedback verwendet werden kann, konstruieren wir ein
dynamisches Zustandsfeedback. Wihle mit «, 8, 1 € R als Feedback

u = —ax; — BT — uxg,
wobei z( eine Losung von
To = @1

ist. In der Tat (siche Sontag [14, Exercise 1.6.3]) gibt es Zahlen o, 8, p € R, so
dass fiir alle d € R die Losungen von

To(t) = 21(1),
jjl(t) = l‘g(t),
&2(t) = —pzo(t) + (1 — a)z1(t) — Bx2(t) + d

fiir t — oo gegen (%, 0,0) konvergieren. Die Komponenten 1 = ¥ und x5 = J
konvergieren, wie gewiinscht, fiir ¢ — oo also gegen 0. In den urspriinglichen
Variablen ist die Kontrolle gegeben durch

u(t) = —ad) — B — u/o 9(s) ds

Dies ist auch als PID-Regler (proportional-integral-derivative) bekannt, ein in
zahlreichen Anwendungen von Ingenieuren verwendeter Regler. Teil dieses Reg-
lers ist die Differentialgleichung 9 = x;. Diese Konstruktionen werden wir
spéter systematisch untersuchen.
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Kapitel 2

Lineare Kontrollsysteme

In diesem Kapitel werden wir lineare Kontrollsysteme analysieren, wobei wir w
als zeitabhéngige Steuerungsfuntion betrachten. Zunéchst studieren wir Kon-
trollierbarkeitseigenschaften, wobei wir zunichst keine Beschrinkungen an die
Kontrollfunktionen fordern, so dass wir mit Hilfsmitteln der linearen Algebra
auskommen. Danach Abschnitt werden wir den Wertebereich der Kontrollfunk-
tionen einschrinken und den Begriff der Kontrollmengen einfiihren. Lineare
Kontrollsysteme haben die Form

#(t) = Aw(t) + Bul(t) (2.1)

mit Matrizen A € R**" B € R"*™; die Funktionen u : R — R™ heiflen
Kontroll- oder Steuerfunktionen oder Inputs, und konnen frei in einer Menge
U zuldssiger Kontrollfunktionen gewihlt werden. Von Interesse ist zuniichst das
Verhalten des Systems unter beliebigen Kontrollfunktionen. Die Punkte x € R"
werden als Zusténde des Systems bezeichnet. Hiaufig wird die Systembeschrei-
bung noch ergénzt durch Outputs

y(t) = Cz(t) + Du(t)

mit Matrizen C' € RF*™ und D € R¥*™: dazu spiiter mehr.

Natiirlich kann man A und B auch als lineare Abbildungen auf R bzw. von
R™ nach R™ auffassen. Wir beginnen damit einige Eigenschaften linearer Diffe-
rentialgleichungen herzuleiten (die Beweise sind hier einfacher als fiir allgemeine
gewthnliche Differentialgleichungen).

2.1 Lineare Differentialgleichungen

Wir betrachten die folgende Klasse von Differentialgleichungen.

Definition 2.1 Sei A € R"*™. Eine differenzierbare Funktion z : R — R"
heif$t Losung der (linearen autonomen) Differentialgleichung in R™

T = Ax, (2.2)
falls fiir allet € R

qgilt.
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Aus den Grundveranstaltungen ist bekannt, dass die Matrix-Exponentialfunktion

oo "
eAt Ak

N k!
k=0

eine Potenzreihe in R™*" (identifiziert mit IR{"Q) mit Konvergenzradius oo ist
und dass gilt:

e =, eMtHs) = cAteAs gowie Ae?t = A fiir alle ¢, s € R.

Ferner diirfen wir die Reihe gliedweise differenzieren. Es folgt

d a4 = T e T — "k At
e :;JkTA :;(k_D!A :A];HA = Aet. (2.3)

Dabher gilt das folgende Resultat.

Proposition 2.2 Sei A € R"*". Fiir jedes xqg € R™ ist

At A
z(t) = e™ap = ﬁt Zo (2.4)
k=0 "

die eindeutige Losung von (2.2) mit z(0) = xp.

Beweis. Nach (2.3) gilt fiir z aus (2.4)

d d_a At

— =|— =A = Ax(t).

dtax(t) (dte ) Zo e™'xo x(t)
Zum Beweis der Eindeutigkeit sei y(t) eine beliebige Losung mit y(0) = zo. Aus
der Produktregel ergibt sich

d
aef‘“y(t) = —e MAy(t) + e My(t) = —e M Ay(t) + e A Ay(t) = 0.

Demnach ist e~ 4*y(t) konstant in ¢, und wegen e~4%(0) = z, folgt also
e Ay(t) = xp fiir alle t € R.

Multiplikation von links mit e4* liefert dann y(t) = e?*zq = x(t) fiir alle t € R
und damit die Behauptung. m
Die Aussage dieser Proposition wird auch so formuliert: das Anfangswert-
problem
& = Az, x(0) = xo,

besitzt eine eindeutige Losung auf R.

Als néchstes betrachten wir die inhomogene Differentialgleichung
z(t) = Az(t) + f(t),t € R, mit Anfangswert x(to) = xo,

wobei £y € R und zy € R” sowie eine stetige Funktion f : R — R" gegeben sind.
Die eindeutige Losung erhiilt man aus der folgenden Variation-der-Parameter-
Formel: .

z(t) = et g —|—/ eM=9) f(s)ds, t € R. (2.5)

to
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In der Tat: Differenzieren dieser Funktion (dies ist erlaubt!) liefert mit der Pro-
duktregel

:L'(t) — ieA(t—tg) —‘y—deAt./te_Asf(S)dS—i-eAt i/ —Asf( )
dt dt dt

to

t
= AeAt0) g0 4 Aet / e A5 f(s)ds + e - e AL f(t)

o
= A |70 gy 4 A / 6Asf(s)ds] +1(1)
= Ax(t) + f(t).

Die Eindeutigkeit der Losung folgt, weil die Differenz zweier Losungen die ho-
mogene Differentialgleichung erfiillt und damit verschwindet.

Die Variation-der-Parameter-Formel (2.5) kann man auch unter viel schwé-
cheren Bedingungen an die Funktion f hinschreiben. Stiickweise Stetigkeit oder
auch nur Integrierbarkeit auf jedem kompakten Intervall reicht aus. Auch dann
nennt man die dadurch gegebene Funktion eine Losung der linearen Differenti-
algleichung.

2.2 Kontrollierbarkeit bei unbeschrinkten Kon-
trollen

Wir kehren zu linearen Kontrollsystemen der Form (2.1)
&(t) = Ax(t) + Bu(t)

zuriick. Die Losungen (¢, to, o, u) von (2.1) zum Anfangswert x(tp) = xo € R™
sind (nach der Variation der Konstanten-Formel gegeben durch

t
o(t, to, To, u) = eAt0) g, —|—/ e =9 Bu(s)ds, t € R. (2.6)
to

Dieses Integral ist natiirlich nicht fiir alle Funktionen u : R — R™ wohlde-
finiert. Offenbar reicht es, dass sie Lebesgue-integrierbar auf jedem Intervall
[0,¢] sind. Dann ist auch das Produkt mit der beschrinkten, stetigen Funktion
eAlt=5)p , s € [0,t], Lebesgue-integrierbar. Manchmal verlangt man auch mehr
Regularitéit, zum Beispiel, dass sie stetig, stiickweise stetig, stiickweise konstant,
oder unendlich oft differenzierbar sind.

Standardvoraussetzungen an die Kontrollfunktionen sind, dass U einer der
folgenden Funktionenrdume ist:

Ly lOC(R R™) = {u:R — R™, auf jedem kompakten Intervall integrierbar}
LR, R™) ={u:R — R™, essentiell beschréinkt}
Looioc(R,R™) = {u: R — R™, auf jedem komp. Intervall ess. beschrénkt}
Cpe(R,R™) = {u:R — R™, u ist stiickweise stetig}
Die Funktionen in L; j,. nennt man auch lokal integrierbar. Man beachte, dass
die Wahl von U = L;(R,R™} beziiglich des Verhaltens fiir |t| — oo einschrin-

kend ist. Natiirlich kann man auch weitere Anforderungen an die Kontroll-
funktionen stellen, zum Beispiel, dass ihre Werte in einer vorgegebenen Menge
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U C R™ liegen, also u(t) € U fiir fast alle t € R (zum Beispiel |u(t)| < 1).
Wir werden diese Situation spéiter diskutieren (dies fithrt jedoch schon iiber den
Bereich der linearen Kontrolltheorie hinaus, die zunéchst nur eine Theorie fiir
Matrizenpaare (A, B) ist).

Wir werden in diesem Kapitel, soweit nichts anderes gesagt wird,

U = Cpe(R,R™)

wahlen. Es wird sich herausstellen, dass dabei nichts Wesentliches verloren geht.

Ist in (2.6) die Anfangszeit to = 0, so bezeichnen wir die Losung (oder
Trajektorie) auch hiufig mit ¢(t, zo,u), t € R. Offenbar gilt wegen (2.6) (setze
im Integral s := s — ty)

¢
o(t, to, zo,u) = et g —|—/ eA=%) Bu(s) ds
to

t—to
— Alt—to) o 4 / eAt=to=s) By (s + to) ds
0
= @(t — to, o, u(- + to)),

mit der verschobenen Kontrollfunktion u(- 4 ¢0))(s) := u(s + to)), s € R.

Eine grundlegende Frage an Kontrollsysteme sind Kontrollierbarkeits- oder
Erreichbarkeitsfragen: Gegeben ein Startpunkt z, welche Punkte z; € R™ kann
man mit zuléssigen Kontrollfunktionen erreichen?

Definition 2.3 FEin Zustand o € R™ heifit kontrollierbar (oder steuerbar) nach
x1 € R™ zur Zeit T > 0, falls eine Kontrolle u € U existiert mit (T, xo,u) = 1.
Der Zustand x1 heifst dann auch erreichbar von xq in der Zeit T.

Wir definieren die Menge der Punkte, die von xy in der Zeit T' erreichbar
sind, als

OF(z0) = {x1 € R™, es gibt u € U mit 21 = p(T,x0,u)},

und die Menge der Punkte, die in der Zeit T' nach z; gesteuert (oder kontrolliert)
werden konnen, als

Or(z1) = {zo € R", es gibt u € Y mit z1 = (T, zo, u)}.

Offenbar ist z € OT(zg) dquivalent zu zy € O (x). Speziell schreiben wir in
diesem Kapitel auch

R(T) = 0F(0) und R = | J R(T);
T>0
C(T) = 07(0) und € = | J C(T).
T>0
Von besonderem Interesse sind Systeme, bei denen jeder Punkt erreichbar oder

kontrollierbar ist. Diese werden wir jetzt charakterisieren. Zunichst zeigen wir
das folgende Lemma.

Lemma 2.4 Sei S > T > 0. Dann gilt: (i) R(T) C R(S); (i) (R(S) =
R(T)) = (R(S)=R(t) fir allet > S); (iii)) R(T) und R sind Unterrdume.
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Beweis. (i) Fiir y € R(T) existiert v € U mit y = ¢(T,0,u). Definiere v € U
durch

o(t) = 0 fir te€[0,5-7T)
Tl u(t—S+T) fir tel[S-T,89]

Dann ist y = ¢(S,0,v) € R(S) (,Man bleibt im Nullpunkt so lange wie notig
sitzen.”)
(iii) Seien y1, y2 € R(T'). Dann existieren Kontrollen uy, ug € Y mit

T
yi = (T,0,u) = / eAT=%) Bu,(s) ds fiir i = 1, 2
0
und damit (wegen der Linearitit in u)

T
Y1+ Y2 = / eAT—s)p [u1(s) + ua(s)] ds = @(t,0,u1 + ug).
0

Wegen der Linearitét in w gilt fiir A € R, dass Adyn = ¢(T,0, u) € R(T).
Dabher ist R(T') ein Untervektorraum. Seien nun yq, y2 € R. Mit (i) kénnen wir
annehmen, dass y1, y2 € R(T) fiir ein T > 0, also y1 + y2 € R(T) C R.

(ii) Es gelte R(S) = R(T). Wir zeigen, dass R(2S — T) = R(S). Fir =z €
R(2S — T') existiert u € Y mit

25T
x=p2S-T,0,u) = / eA2S=T=3) By () ds.
0
Weil ¢(S,0,u) € R(S) = R(T), existiert v € U mit
T
©(S,0,u) = p(T,0,v) = / eAT=%) Bu(s) ds.
0

(,,wir sparen die Zeit S — T ein.”) Definiere w € U durch

B v(t) fir te€[0,7)
w(t) = { wlt—T+S) fir tell,S]

Dann ist (wegen der Zeitinvarianz)

T S
©(S,0,w) = / eA5=9) Bu(s) ds +/ eA5=%) Buy(s) ds
0 T

T S
= AT / A=) By(s) ds + / A=) Bu(s — T + ) ds
0 T

T 25-T
_ AlST) / A5~ By(s) ds + / eACS =T By(s) ds
0 S

T 25-T
= / eACS=T=3) By(s) ds + / eA25=T=9) By(s) ds
0 s

=25 -T,0,u) ==

(hier haben wir ¢(S,0,u) = ¢(T,0,v) und die Transformation 8" = s —T + S
verwendet). Daher ist z € R(S) und es folgt

R(2S —T)=R(S) und es gilt 2T — S > S.
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Durch Induktion erhélt man R(nS — T) = R(S) fiir alle n € N. Mit (i) folgt
R(t)=R(S) firallet > S. m

Weil R(t) ein linearer Unterraum von R™ ist und (ii) in dem obigen Lemma
gilt, folgt R(t) = R fiir alle t > 0, denn die Dimension von R(t) wichst monoton
in ¢ und kann nur endliche viele Werte annehmen.

Proposition 2.5 Es ist R = R" genau dann, wenn fir alle xg, z1 € R™ und
alle t > 0 eine Kontrolle w € U ezistiert mit 1 = (t, xo, ).

Beweis. Betrachte z1 — ¢(t, 9,0) € R” = R(¢). Dann existiert v € U mit
Ty — (p(t, Zo, 0) = QD(t, 0, ’U,),
also
T = SO(LLC(),O) +<p(t707u) = gp(t,xo,u). (27)
]
Wir haben damit insbesondere gezeigt, dass hier R” = Oj (xo) fiir ein zg €
R™ t > 0, genau dann gilt, wenn es fiir alle £y € R™ und alle ¢ > 0 gilt. Analoge

Aussage gelten fiir C(T') und C sowie O; (zo).
Wir werden jetzt R(t) charakterisieren.

Lemma 2.6 Sei V C R" ein linearer Unterraum und A eine lineare Abbildung
auf R™. Dann ist der kleinste A-invariante Unterraum, der V enthdlt, gegeben
durch

(A|VY=V+AV + .. + A1V,

Beweis. Die Menge der A-invarianten Unterriume, die V' enthalten, ist nicht
leer (R™ ist solch ein Unterraum) und der Durchschnitt von solchen Unter-
rdumen ist wieder von diesem Typ, also existiert der kleinste Unterraum von
diesem Typ. Wegen der A-Invarianz folgt A¥V C (A | V) fiir alle k € N, und
daher gilt “>”. Fiir die Umkehrung ist nur zu zeigen, dass V+AV + ... + A"~V
A-invariant ist. Das charakteristische Polynom y 4 ist

xa(z) =det(2] —A) = 2" 4+ a, 12" '+ ... Farz+ag
mit Koeffizienten a; € R. Nach dem Satz von Cayley-Hamilton ist
xa(A) = A" +a, A"+ .+ ayA+agl =0,
und daher
A"V = (—an,lA"—l — .. —a1A— aol) VCV4+AV 4+ ...+ AV

Daraus folgt die A-Invarianz von V + AV + ... + A" V. m
Wir werden jetzt eine niitzliche Charakterisierung von (A | Im B) herleiten.
Definiere fiir ¢ > 0 eine Matrix in R"*™ durch

t
Wt:/ eATBBTeA T dr
0

(hierbei bedeutet " Transposition einer Matrix). Diese Matrix ist symmetrisch
und sie ist positiv semidefinit, weil fiir z € R™

t t 2
T T
xTthz/ z'e"BBTeA TCEdTZ/ ‘BTeA Tx| dT,
0 0

wobei |-| die euklidische Norm bezeichnet. Wir identifizieren W; mit der dadurch
(bezgl. der kanonischen Basis in R™) definierten linearen Abbildung.
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Lemma 2.7 Fir allet >0 ist (A | Im B) = Im W,.
Beweis. Die Behauptung ist dazu dquivalent, dass die orthogonalen Komple-

mente iibereinstimmen, (A | Im B)" = [Im W,]*.
»C7: Sel z € (A | Im B>J‘. Dann ist " A¥B = 0 fiir alle k = 0, 1, ... und daher

1
T _At T Ak .
T'e B—E —k!x AB =0 fiir alle t > 0.
k=0

Dann folgt =" W, = fot 2T eATBBTeA Tdr =0, also x € [Tm W] " .
»D7: Sei x € [Im Wt]J‘ fiir ein ¢ > 0. Dann ist

t 2
0=2a'Wua :/ BTeA ™y dr,
0
und daher
0=z "eAB fiir alle t > 0. (2.8)
Insbesondere ist fiir t =0
z'B=0.

Sukzessives Differenzieren in (2.8) und Auswerten in ¢ = 0 liefert

d
0= —xTeAtB|t:0 =z [AeAt] B=az"AB

dt [t=0 7= 7
d2
0= @xTeAtB”:O _ .'L'T [A2€At] =0 B = .’L'TAQB
dnfl
0= dtn_lx—reAtB‘tzo = [A”fleAt] =0 B=z"A""'B.

Insgesamt folgt, dass = senkrecht auf Im B+ATIm B+...4+A" "1 Im B = (A | Im B)
steht. m
Der néchste Satz charakterisiert die Erreichbarkeitsmenge vom Ursprung.

Theorem 2.8 Fir das System (2.1) gilt
R=C=Im[BAB..A" 'B] = (A|ImB).

Beweis. Die letzte Gleichung folgt aus Lemma 2.6. Wir zeigen nur R(t) =
(A | Im B), die Behauptung fiir C folgt analog.

»C7: Fir 2 € R gibt es u € Y und ¢ > 0 mit = = ¢(¢,0, u). Fiir alle T € [0, ¢]
ist

AT Bu(r) = 3" L A*Bu(r) € (4| T B,
k=0 "

also auch (beachte die Definition des Integrals!)

t
x = / eAT=D Bu(r)dr € (A | Im B),
0
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»D": Sei x € (A | Im B). Nach Lemma 2.7 existiert z € R™ mit
t
z=Wiz= / eATBBTeA T2 dr.
0

Fiir eine Kontrolle v € U mit
u(r) = BTeA 7 fir 1 € [0,¢]

ist dann
¢ ¢ ¢ -
o(t,0,u) = / eA" Bu(t) dr = / A7) Bu(t—7) dr = / eA"BBTeA Tdr 2=,
0 0 0

also z € R(t). m
Das folgende Korollar charakterisiert vollstéindige Kontrollierbarkeit direkt
mit Hilfe der Matrizen A und B.

Korollar 2.9 (Kalman-Kriterium) Fir das System (2.1) gilt R = R™ ge-
nau dann, wenn der Rang der Erreichbarkeitsmatriz [B AB ... A"~ B] gleich n
ist. Das System (und auch das Matrizenpaar (A, B)) heifst dann (vollstindig)
kontrollierbar.

Die Aussage von Theorem 2.8 kann man auch etwas expliziter so formulieren:
Der Erreichbarkeitsunterraum R ist gegeben durch

R = {Buy + ABuy + ... + A" 'Buy,, uy,...,u, € R™}.

Man sagt auch, dass das Matrizenpaar (A, B) kontrollierbar ist, wenn Kontrol-
lierbarkeit gilt.

Beispiel 2.10 Die Gleichung des linearisierten Pendels (mit Dampfung k > 0)
18t

@(t) — kp(t) —o(t) = u(t)
oder mit x1 = @, 3 = @

()= (2 (=) (9)we

Die Erreichbarkeitsmatriz mit n

[BAB]:(? ]1€)

hat den Rang 2, das System ist also vollstindig kontrollierbar.

Bemerkung 2.11 Die vorangegangenen Beweise lassen sich genauso fiihren,
wenn an Stelle von stickweise stetigen Kontrollfunktionen lokal integrierbare
Kontrollfunktionen erlaubt sind. Insbesondere bleibt die Charakterisierung von
Erreichbarkeitsmengen in Theorem 2.8 giiltig.

Jetzt diskutieren wir ein weniger triviales Beispiel, Kontrollierbarkeit eines
geostationdren Satelliten (aus Trentelmann, Stoorvogel, Hautus [16]). Das Ziel
ist, einen Satelliten in einem geostationéren Orbit zu halten. Zur Vereinfachung
nehmen wir an, dass der Satellit sich in der Aquatorebene bewegt. Der Ursprung
sei das Erdzentrum, die Position des Satelliten ist durch seine Polarkoordinaten
(r,0) gegeben. Wir fiihren die folgenden Konstanten ein:
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Mp :=FErdmasse; G :=Gravitationskonstante der Erde;
Q :=Winkelgeschwindigkeit der Erde; Mg :=Masse des Satelliten.

Wir nehmen an, dass der Satellit Diisen hat, die Krifte F,.(t) und Fy(¢)
in Richtung r bzw. 6 ausiiben. Mit Newtons Gesetz kann man zeigen, dass die
Bewegungsgleichungen des Satelliten gegeben sind durch

_ GMgp | F()

P00 Fo(t)
r(t)? Mg

i(t) = r(t)0(t)>? .

Der geostationdre Orbit ist gegeben durch
0(t) =6y + Qt, r(t) = Ry, Fr.(t) =0, Fp(t) = 0,

wobei Ry noch zu bestimmen ist.Wir tiberpriifen zunéchst, dass dies fiir geeig-
netes Ry eine Losung der Differentialgleichung ist. In der Tat, durch Einsetzen
in die Differentialgleichung erhalten wir

GM GM
0= RoyQ% — RgE’ also Ry = { T2E (2.9)

Mit den physikalischen Konstanten ergibt sich, dass Ry ungefihr 42.000 km ist.
Der geostationire Orbit ist also ein Kreis in der Aquatorebene, in einer Hohe
von ca. 35.620 km (der Erdradius ist ca. 6.380 km). Wie iiblich ersetzen wir
die Differentialgleichungen zweiter Ordnung durch solche erster Ordnung und
setzen hier

z1(t) :==7(t) — Ro, a(t) := 7(t), x3(t) := 0 — (Bo + Qt), z4(t) := 0(t) — Q

Dann ist also x3 die Abweichung vom gewiinschten Winkel. In diesen neuen
Koordinaten sind die Systemgleichungen

.’El(t) LEQ(t) o

$2Et§ _ | @) + Ro)(@a(t) + Q)(Q)— oM + AP/I(S) 10,
3(t z4(t . )

i @ (1) (@4 (8)+Q) Fy(t)

x4(t) —2 2 o (t)4+R0 + e (xle(t)+R0)

Der Kontroll-Input, die Steuerung, ist u = (F., Fp)". Der geostationiire Orbit
korrespondiert zur Gleichgewichtslosung gegeben durch

(3317.%'2,5[}37.%'4) = (03070a0)7 FT = 07F9 =0.

Eine kleine Anfangsstorung kann das System auf eine gestérte Bahn bringen,
die nach Keplers Gesetz eine Ellipse ist und damit nicht mehr geostationér.
Dies ist kein lineares Kontrollsystem. Wenn wir jedoch in der Nihe des
Gleichgewichts 0 € R* das System durch seine Linearisierung ersetzen, also
die Jacobi-Matrix beziiglich z und beziiglich u, ausgewertet in z = 0,u = 0
verwenden, so erhalten wir ein lineares Kontrollsystem.
Genauer ersetzen wir in dem nichtlinearen Kontrollsystem
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mit Gleichgewicht 2° = 0 zur Steuerung v = 0 die rechte Seite durch ihre
Linearisierung
af of

S (0,0)2(t) + (0. 0)ufe).

Hier approximiert z also die Abweichung von 2° = 0 und v die Abweichung von
u® = 0. Fiir (2.10) ergibt sich

a1 (t) 0O 1 0 0 21 0 0
da(t) | _ | 302 0 0 2RQ w2 |, s 0 uy ()
. Q
d4(t) 0 —24 0 0 T4 0 rim
hierbei ergibt sich fiir die partielle Ableitung
0fa 0 ( 9 GMEg Fr(t)>
= = — 21(t) + Ro)(za(t) + Q)" —
R A U R R N T R T
GMg
=0’ +2—— =302
(Ro)?
weil nach (2.9) gilt % = Q2. Dies ist ein lineares Kontrollsystem mit
0
0 1 0 0 0 0
302 0 0 2RQ = 0
A=l 0 0o o 1 "B % o
0 22 0 0 0 !

Ro

Die Erreichbarkeitsmatrix fiir dieses System ist
[B,AB, A’B, A°B] .

Thr Rang ist n = 4, wie man schon an der folgenden Teilmatrix sieht:

0 0 s 0
&0 0 e
[B7AB] = OS O 0 Sl °
1 q Ms Ro

0 MsRo _2R0M5 0

Das linearisierte Kontrollsystem ist also kontrollierbar, wenn Steuerungen iiber
Diisen parallel zurm Radius und tangential an den Orbit vorhanden sind.

Es stellt sich die Frage, wie typisch Kontrollierbarkeit im Raum aller Matri-
zenpaare (A, B) ist. Wir zeigen die folgende Generizitéitseigenschaft.

Proposition 2.12 Die Menge der kontrollierbaren Matrizenpaare (A, B) ist of-
fen und dicht in R"™™ x R™™ (identifiziert mit R +nm ),

Beweis. Das Komplement M der Menge der kontrollierbaren Paare ist eine
algebraische Teilmenge von R"2+""”, d.h., es ist die Menge der gemeinsamen
Nullstellen von endlich vielen Polynomen. In der Tat ist (A, B) nicht kontrol-
lierbar genau dann, wenn alle moglichen Unterdeterminanten der Griffe n der
Erreichbarkeitsmatriz verschwinden. Diese lassen sich als Polynome Py, ..., P,
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in n?+nm Variablen schreiben. Offenbar ist M eine echte, abgeschlossene Teil-
menge. Schlieflich hat M keine inneren Punkte, weil ein Polynom, das auf einer
offenen Menge verschwindet, schon identisch null ist. ®

Dieses Resultat zeigt, dass man Kontrollierbarkeit erwarten kann, falls alle
Eintrige von A und B durch Messungen bestimmt sind. Die Relevanz dieses
Resultats ist jedoch recht eingeschréinkt: gewisse Eintrége von A und B kénnen
strukturell bestimmt sind (in der Pendelgleichung etwa die 1 und die 0); fer-
ner sind Systeme, die nahe an einem unkontrollierbaren System sind, praktisch
unkontrollierbar (vgl. Sontag [15, pp. 95]).

Man kann auch iiber anderen Kérpern als R Kontrollierbarkeit studieren. So
bleibt das obige Resultat auch iiber C richtig. Kontrollierbarkeit tiber endlichen
Korpern spielt in der Theorie der Signaliibertragung eine Rolle.

Als Folgerung aus der Charakterisierung des Erreichbarkeitsunterraums er-
gibt sich eine einfache Form fiir nichtkontrollierbare Systeme: Jedes lineare Kon-
trollsystem kann nach Koordinatentransformation (in R™) in der Form

o = Aryr + Asya + Biu (2.11)
Yo = Azyo

geschrieben werden, wobei (A7, By) kontrollierbar ist: Wihle eine Basis im Er-
reichbarkeitsunterraum und ergéinze sie zu einer Basis von R”.

Wir werden jetzt eine alternative Charakterisierung von Kontrollierbarkeit
herleiten mit Hilfe der Eigenwerte der Matrix A. Das charakteristische Polynom
X4 ist durch die von A definierte lineare Abbildung bestimmt, &ndert sich also
nicht bei Koordinatentransformation (wie man auch leicht nachrechnet). Daher
gilt, beim Ubergang zu (2.11) mit

i [ Ar Az
i-(7 %)

fiir das charakteristische Polynom
xa(2) = x4(2) = det(z] — A) = det(z] — A;) det(2] — Aj3).
Definition 2.13 Mit der obigen Notation heifien
X4 (z) = det(zI — Ay) und x%(z) = det(z] — As)

der kontrollierbare bzw. der unkontrollierbare Teil (beziiglich B) des charakte-
ristischen Polynoms von A.

Theorem 2.14 (Hautus-Kriterium) Fir das Kontrollsystem (2.1) sind dqui-
valent:

(i) Das Paar (A, B) ist kontrollierbar;

(ii) rang(AI — A|B) = n fir alle A € C;

(iii) rang(AI — A|B) = n fir alle Eigenwerte A von A.

Beweis. Die Aquivalenz von (ii) und (iii) gilt, weil schon AI — A den Rang n
hat, falls A kein Eigenwert von A ist. Ferner ist bleibt Bedingung (iii) richtig
bei Koordinatentransformationen in R".

Zur Aquivalenz von (i) und (iii) beachte, dass rang(A — A |B) < n fiir ein
A € C genau dann gilt, wenn es ein 0 # p € C™ gibt, das senkrecht auf dem Bild
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von (A — A|B) steht. Sei also p* der Zeilenvektor, dessen Eintriige gleich den
konjugiert-komplexen Eintriigen von p sind. Dann gilt p* (Al — A|B) = 0 oder
p*A = A\p* (d.h. p* ist Linkseigenvektor von A) und p*B = 0. Dies impliziert
p*AFB = Xfp*B = 0 fiir alle k = 0, 1, .... Dies bedeutet, dass p senkrecht auf
dem Bild der Erreichbarkeitsmatrix steht, also die (reelle) Erreichbarkeitsmatrix
einen Rang kleiner als n hat und damit das Kalman-Kriterium verletzt ist.

Ist umgekehrt das System nicht kontrollierbar, so kénnen wir ohne Beschriin-
kung der Allgemeinheit annehmen, dass A die obige Block-Dreiecksform hat
mit A € R"2X"2 ny > 1. Betrachte einen Eigenwert A\ von A3 mit Eigenvek-
tor p € C™ in dem entsprechenden Unterraum, also AJp = Ap. Wegen der
Blockdreiecksform von A gilt daher

AL 0 [o]_[ o J_,[o0
Al A o) LAlp] Tlp |

Daher ist A auch ein Eigenwert von AT mit Eigenvektor [ 2 ], also ATp =\

[ 2 ] oder \p* — p*A = 0. Ferner ist

018 =01 | <o

Damit gilt [0,p*](A] — A|B) =0, also rang(A\l — A|B) <n. m
Ein einfaches Beispiel liefert wieder das linearisierte Pendel. Hier ist A =

[(1) ;}732{?},21150

()\I—A|B):[>\ -1 0}.

-1 Ax—k 1
Ist A kein Eigenwert von A, so hat bereits die Teilmatrix Al — A den Rang 2.
Auch fiir einen Eigenwert A von A sieht man, dass die Teilmatrix { )\__1 2 (1) ]

den Rang 2 hat.

2.3 Kontrollierbarkeit bei beschrankten Kontrol
len

In diesem Abschnitt betrachten wir lineare Systeme mit Kontrollbeschrankun-
gen von folgendem Typ:

& = Az + Bu(t) in R™, (2.12)
u €U ={u:R — U, stiickweise stetig},

wobei U C R™ konvex und kompakt mit 0 € int U ist und A und B wie in (2.1)
sind. Die Bezeichnungen fiir Erreichbarkeitsmengen etc. aus dem letzten Ab-
schnitt iibernehmen wir entsprechend fiir dieses System, also fiir das System mit
Kontrollbeschréinkung. Wir nehmen in diesem ganzen Abschnitt an, dass (4, B)
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Abbildung 2.1: Phasenportriits fiir u = +1 und w = —1 in Beispiel 2.16.

kontrollierbar ist, das heifit, die Kalman-Bedingung rg[B, AB,..A""'1B] = n
gilt. Ist dies nicht erfiillt, so konnen wir in dem Kontrollierbarkeitsunterraum

(A|Im B) =Im[B, AB, ... A" B]

arbeiten. Beispiel 2.10 (mit k£ > 0) iiberzeugt uns rasch, dass wir hier im allge-
meinen keine vollstéindige Kontrollierbarkeit erwarten kénnen. Stattdessen be-
trachten wir die folgendermafien definierten Teilmengen vollsténdiger (approxi-
mativer) Kontrollierbarkeit.

Definition 2.15 FEine Teilmenge D des Zustandsraums R™ mit nichtleerem In-
nern intD heifft Kontrollmenge, falls fiir alle x € D gilt D C clO%(x) und D
maximal mit dieser Eigenschaft ist.

Die Maximalitéitsbedingung bedeutet, dass jede Obermenge D’ D D mit
D' C clO*(z) fiir alle z € D’ gleich D ist.

Beispiel 2.16 Betrachte das zwei-dimensionale lineare Kontrollsystem

()-(3 ) () () woev-tnn

Das Paar (A, B) ist kontrollierbar und die Lisungen sind

z(t) \ [ €'z ¢ el=s
( () ) = ( e~y + ; u(s) e ds.
Das Phasenportrat fir w = 1 erhdlt man aus dem Phasenportrdt fir u = 0,

mdem man setzt:
T=x+1,y:=y—1.
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Dann gilt

d. _ d_. _

— T =2.—U =1:

dt ’dty Y;
analog fiir alle anderen Kontrollwerte in [—1,1]. In Figur 2.1 sind die Pha-
senportrits fir u =1 und uw = —1 skizziert. Man tberlegt sich, dass hier eine

eindeutige Kontrollmenge D existiert und
D=(-1,1) x [-1,1].

Wir diskutieren zuniichst die folgende grundlegende Eigenschaft von Erreich-
barkeitsmengen.

Definition 2.17 Das System (2.12) heift lokal akzessibel in x, falls fiir alle
T >0 gilt:
intOZ,(z) # 0 und intOZ () # 0.

Ist dies fiir alle x € R™ erfillt, so heifst das System lokal akzessibel.

Die folgende Proposition zeigt, dass lokale Akzessibilitdt schon durch die
Matrizen A und B bestimmt ist.

Proposition 2.18 Fiir das System (2.12) gilt intO5 (z) # 0 fiir ein T > 0 und
ein x € R" (und dann fir alle) genau dann, wenn die Kalman-Bedingung gilt.
Aquivalent dazu ist die lokale Akzessibilitit.

Beweis. Es gelte die Kalman-Bedingung. Betrachte fiir 7 > 0 die lineare Ab-
bildung zwischen normierten Vektorrdumen,

L:u— o(T,0,u) : Cpe([0,T],R™) — R",

wobei wir Cp.([0,T], R™) mit der Maximum-Norm versehen. Diese Abbildung
ist nach Satz 2.8 surjektiv. Daher gibt es u; € Cpc([0,T],R™), i = 1,...,n, so
dass die Einschrinkung von L auf den davon erzeugten Untervektorraum

Vi={u=aius + ... + apuy | a1, ...,a,, € R}}

ein linearer Isomorphismus zwischen n-dimensionalen normierten Vektorrdumen
ist. (In der Tat: Fiir jede Basis (z1,...,2,) von R" sind alle (uq,...,u,) mit
L(u;) = z; linear unabhéngig). Weil nach Voraussetzung 0 € intU ist und wir
die Maximum-Normn betrachten, kénnen wir die u; in & wihlen. Weil U konvex
ist, ist

{u = aquy + ... + apy | aq, ...,y > 0 und Zai < 1}}
i=1

eine Umgebung der 0 in V. Der Umkehrsatz (Satz iiber offene Abbildungen)
besagt, dass L offene Mengen auf offene Mengen abbildet, und daher enthélt
{Lu| u € U} eine offene Menge (dies ist hier auch offensichtlich, weil

{alzl + .o+ apzn| a1y, o >0 und Zai < 1}}

i=1
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eine offene Menge ist). Nun ist wegen der Linearitéit (vgl. (2.7))

Of(z) = {y € R", y = (T, x,u) fiir ein u € U}
={yeR", y=o(T,2,0)+ ¢(T,0,u) fir ein v € U}
= (T, z,0) + {L(u), u € U}.

Also hat OF(z) nichtleeres Inneres. Analog argumentiert man fiir O (z). Um-
gekehrt, gilt lokale Akzessibilitét, so hat insbesondere die Erreichbarkeitsmenge
vom Ursprung nichtleeres Inneres. Daraus folgt die Kalman-Bedingung (ist sie
verletzt, so ist O7(0) in einem echten Unterraum enthalten). m

Bei lokaler Akzessibilitit gilt sogar exakte Kontrollierbarkeit im Innern von
Kontrollmengen.

Proposition 2.19 Das System (2.12) sei lokal akzessibel, und D sei eine Kon-
trollmenge. Dann gilt

intD C Ot (z) fiir alle x € D.

Beweis. Sei x € D und y € intD. Wegen der lokalen Akzessibilitét von y € int D
und der Beschrinktheit von U, findet man ¢ > 0 so dass () # intOZ, (y) C int D.
In der Tat: ist z € OZ, (y) , so gilt nach der Variation-der-Parameter-Formel
fiir ein s € (0, ¢] -

S S
y=elz el / e 47 Bu(o)do, also z = e A%y — / e 47 Bu(o)do.
0 0

Wegen der Beschrianktheit von U ist also fiir kleine ¢ der Punkt z nahe an y.

Wihle z € intOZ, (y). Wegen z € clO" (z) findet man einen Punkt zy €
Oz, (y)NOT (z). Daher gibt es S, T > 0 und Kontrollen u, v € U mit ¢(S, z, u) =
2o und (T, zg,v) = y. Die Verkniipfung

- w(t)  fir tel0,S]
w(t) —{ o(t—S8) fir te(S,T+S]

liefert o(S + T, z,w) =y, alsoy € OF(z). m
Wir bemerken auch die folgende Eigenschaft.

Proposition 2.20 Das System (2.12) sei lokal akzessibel, und D sei eine Kon-
trollmenge. Dann ist D = clO" (2) N O~ (x) fiir jedes x € intD.

Beweis. Der Durchschnitt clO% (z) N O~ () ist in D enthalten: fiir jedes z €
clOt (z) N O~ (z) existiert w € U und T > 0 mit z = (T, z,u), also ist
jeder Punkt von D approximativ von z erreichbar, indem man zunéchst von z
nach z steuert, und dann ausnutzt, dass man von z aus jeden Punkt von D
approximativ erreichen kann. Ferner ist z von x approximativ erreichbar, d.h.
z € clOT(x). Dann ist z € clO(y) fiir jedes y € D: steuere von y zunéchst
nach z und dann approximativ nach z.

Fiir die umgekehrte Inklusion wihle x € intD und betrachte y € D. Dann ist
y € clO* (z) nach der Definition von Kontrollmengen. Ferner folgt z € O (y)
nach Proposition 2.19, also y € O~ (z). =



24 KAPITEL 2. LINEARE KONTROLLSYSTEME

Proposition 2.21 Seien Dy und Dy Kontrollmengen mit Dy N Dy # (). Dann
folgt D1 = Ds.

Beweis. Ubungsaufgabe. m

Der nichste Satz charakterisiert Kontrollmengen fiir lineare Kontrollsysteme
mit beschrinkten Kontrollen. Der Vollstindigkeit halber sind alle vorangegan-
genen Annahmen noch einmal aufgefiihrt.

Theorem 2.22 Fiir das System (2.12) sei U C R™ konvex und kompakt mit

0 € int U und (A, B) sei kontrollierbar, das heifst, die Kalman-Bedingung rg [B, AB,
A""IB] = n gilt. Dann gibt es genau eine Kontrollmenge D; sie enthdlt 0 im
Innern und D = clO7(0) N O~(0).

Beweis. Aus 0 = ¢(1,0,0) und der Kalman-Bedingung folgt wie in Proposition
2.18, dass 0 € intO] (0) und 0 € intO; (0). Dann gibt es eine Umgebung von
0, die in int O; (0) N int O; (0) enthalten ist. Daraus folgt, dass 0 im Innern
einer Kontrollmenge D liegt. Nach Proposition 2.20 ist die Kontrollmenge D =
clO*(0) N O~(0).

Es bleibt zu zeigen, dass die Kontrollmenge eindeutig ist. Sei also D’ eine
beliebige Kontrollmenge und = € intD’. Betrachte eine Umgebung N C intD’
von z. Wegen exakter Kontrollierbarkeit im Innern von Kontrollmengen gibt es
fiir alle y € N Kontrollen u, v € U und Zeiten S, T > 0 mit

©(S,z,u) =y und p(T,y,v) = x.

Die Linearitdt impliziert, dass fiir fiir alle Punkte in der Umgebung aN =
{ay,y € N} von az gilt, dass

s
o(S, ax, au) = e ax + / A=) Bau(r)dr = ay
0

und ebenso ¢(T, ay, av) = ax. Dabei sind aw und awv in U, weil U konvex ist mit
0 € U. Daher ist fiir jedes « € (0, 1) der Punkt cer im Innern einer Kontrollmenge
D“%. Dann miissen nach Proposition 2.22 diese Kontrollmengen D¢ alle mit
der Kontrollmenge um den Ursprung iibereinstimmen: Das ist sicherlich richtig
fiir kleine @ > 0. Definiere ap := sup{a > 0, az € intD}. Dann ist apz
im Abschluss von D. Weil apz im Innern einer Kontrollmenge liegt, hat diese
Kontrollmenge nichtleeren Schnitt mit D, stimmt also mit D iiberein. Es folgt
Qg = 1. m

Bemerkung 2.23 Das wesentliche Argument im Beweis der Findeutigkeit ist
die Konstruktion einer stetigen Familie von Punkten, die jeweils im Innern einer
Kontrollmenge liegen. Daraus folgt, dass diese Kontrollmengen schon iiberein-
stimmen. Ist A asymptotisch stabil (siehe unten), so kann man auch zeigen,
dass D = clO*(z) fiir alle x € D, insbesondere ist D also abgeschlossen.

2.4 Beobachtbarkeit und Dualitit

In diesem Abschnitt kehren wir zu Systemen ohne Kontrollbeschrinkungen zu-
riick, fiigen jedoch einen Output hinzu. Wir betrachten lineare Kontrollsysteme
mit Output der Form

¢ = Az + Bu, y = Cuz, (2.13)
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mit A € R"*", B € R"*™ und C € R¥*", Das Problem der Beobachtbarkeit
ist, aus dem Verlauf des Output y(t), ¢ > 0, auf den Zustand z zu schlielen.
Préziser definieren wir zunéchst:

Definition 2.24 Zwei Zustinde x1, xzo € R™ des Systems (2.13) heiffen unun-
terscheidbar, falls fir alle w € U gilt

Co(t,z1,u) = Co(t,ze,u) fir alle t > 0. (2.14)

Das System (2.13) heifit beobachtbar, falls alle ©1 # x2 unterscheidbar sind,
d.h., aus (2.14) folgt x1 = x2.

Wegen der Linearitit sieht man sofort, dass
Co(t,z1,u) — Co(t,ze,u) = Cp(t,z1 — z2,0),

also ist Ununterscheidbarkeit beziiglich irgendeiner Kontrolle dquivalent zu Un-
unterscheidbarkeit beziiglich der Kontrolle v = 0. Insbesondere kénnen wir bei
der Analyse der Beobachtbarkeit den Input Bu zunichst weglassen.

Wir nennen einen Zustand z € R™ unbeobachtbar, falls Cp(t, z,0) = 0 fiir
alle t > 0, und definieren die Menge der unbeobachtbaren Zusténde auf [0, ¢] als

N () ={z e R", Cy(s,z,0) =0 fiir alle s € [0, 1]},

N = ﬂt>01\/(t).
Proposition 2.25 Fir das System (2.18) und t > 0 gilt
_ -N" i—1
N =N(t) = ﬂi:l ker(CA'™ ).

Beweis. Offenbar ist x € R™ genau dann auf [0, ¢] unbeobachtbar, wenn fiir alle
s € [0,1]
0= Coy(s,z,0) = Ce*Aa.

Dies ist dquivalent zu
CA*z =0 fiir alle k= 0,1, ...,

denn dies erhilt man durch sukzessives Differenzieren in s = 0; die Umkeh-
rung folgt aus der Definition der Matrixexponentialfunktion. Nach dem Satz
von Cayley-Hamilton reicht es, K = 0,1,...,n — 1 zu betrachten. m

In (2.11) haben wir den kontrollierbaren Teil eines Systems identifiziert.
Analog werden wir jetzt auch einen unbeobachtbaren Teil identifizieren. Da-
zu betrachten wir das ”Quotientensystem, das durch das folgende Diagramm
beschrieben wird:

R™ i R Rk’

1 1

R*/N & RN

RTTL

S W W
NQ o

Hierbei bezeichnen die vertikalen Pfeile die kanonische Projektion Pz = z +
N und B, A, und C sind die eindeutigen linearen Abbildungen, fiir die das
Diagramm kommutiert, fiir die also gilt

PB=B PA=AP CP=C.
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Die eindeutigen Abbildungen A und C existieren, weil N A-invariant ist und
N C ker C. Das Quotientenystem

2= Az + Bu, y:C_'z,

haben wir erhalten, indem wir ununterscheidbare Zustéinde miteinander identifi-
ziert haben. Wir konnen also erwarten, dass das Quotientensystem beobachtbar
ist.

Proposition 2.26 Das Quotientensystem zu (B, A,C) faktorisiert nach dem
unbeobachtbaren Teilraum N ist beobachtbar.

Beweis. Ist # = Pz € R" /AN unbeobachtbar fiir (B, A, C) so gilt fiir alle k € N
0=CA*z = CA* 1Az = CA* ' APx
=CAF1PAz = ...
= CPA*x = CAFg,
was dquivalent zu x € A ist. Also ist Z = 0, was zu zeigen war. ®
Fiir Matrix-Darstellungen der linearen Abbildungen setze eine Basis by, ..., b

von N zu einer Basis by, ..., b, von R" fort. Beziiglich dieser Basis hat das System
(B, A,C) dann die Darstellung

g-g:(f(‘)l ﬁz)x—&—(g; )u(t),yz(O Cy ),

weil N A-invariant ist mit A/ C ker C. Ferner ist R"/A isomorph zu jedem
komplementédren Unterraum zu A in R™. Also ist (Ba, A3, C2) eine Matrix-
Darstellung von (B, A, C).

Die Beweise fiir die Charakterisierung von Kontrollierbarkeit und Beobacht-
barkeit sind sehr #hnlich. Dahinter steht eine Dualitéitsbeziehung zwischen Be-
obachtbarkeit und Kontrollierbarkeit, die wir jetzt prézisieren.

Definition 2.27 Das zu (2.13) duale System ist
i=A"24+C"u, y=B"x. (2.15)

Wir erhalten also das duale System, indem wir Input und Output vertau-
schen, und die Matrizen transponieren. Offenbar ist das Originalsystem dual zu
dem dualen System.

Theorem 2.28 Fiir ein System (B, A,C) und das duale System (CT,AT,BT)

seien
n—1 .
R=(AImB), N =[__ ker(CAY),

R' = <AT‘ ImC’T>, NT = ﬂéiol ker(B' (AT)i)

1=

die zugehorigen Erreichbarkeits- und Unbeobachtbarkeitsunterrdume. Dann gilt
mit den orthogonalen Komplementen

RT =Nt und NT =R*.
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Beweis. Fiir die lineare Abbildung

CA

OAn—l

ist die duale Abbildung gegeben durch
MT=(cT oaTCT L. (A" ).

Daher kann M T mit der Erreichbarkeitsmatrix des dualen Systems identifiziert
werden. Mit der Dualitét aus der linearen Algebra folgt, dass (orthogonale Kom-
plemente werden beziiglich des euklidischen Skalarprodukts genommen)

RT =ImMT = (ker M)* = N'*.

Analog folgt die zweite Bezichung. =
Wir erhalten sofort das folgende Korollar.

Korollar 2.29 (i) Ein System ist genau dann kontrollierbar, wenn das duale
System beobachtbar ist.
(ii) Ein System (B, A,C) ist genau dann beobachtbar, wenn die Beobacht-
barkeitsmatrix
(cT, ATCT,..,(AT)1cT)

vollen Rang hat.
Ferner ist Beobachtbarkeit eine generische Eigenschaft.

Zum Schluf} dieses Abschnitts werden wir eine Zerlegung des Zustandsraums
in Hinblick auf Beobachtbarkeits- und Kontrollierbarkeitseigenschaften konstru-
ieren. Definiere dazu die folgenden Unterrdume von R"™:

Der Unterraum der kontrollierbaren und unbeobachtbaren Zusténde ist

X1 :=RNN = (A|ImB) N ﬂ::ol ker(C A);
ein komplementérer Unterraum X5 von X; in R, d.h.,
R=X1$ Xy;
ein komplementéirer Unterraum X3 von X7 in A, d.h.,
N =X, ® Xs;
ein komplementirer Unterraum X4 von X1 @ Xo @ X3 =R + AN in R”, d.h.,
R"=R+N)DXs=X10Xo® X3P Xy

Wir bemerken, dass X4 zum Beispiel als der A "-invariante Unterraum der unbe-
obachtbaren und kontrollierbaren Zustinde des dualen Systems gewihlt werden
kann:

X, =RTONT =NtARY =W +R)".
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Es seien P; : R — X, die kanonischen Projektionen zu dieser Zerlegung (erin-
nere, dass sich jedes x € R” eindeutig in der Form x = z1 + 2 + x3 + 24 mit
x; € X; schreiben ldsst), fiir die gilt

P? = P, und P;| X; = 1d.

Theorem 2.30 (Kalman-Dekomposition) Fir das System (B, A,C) seien
X; und P; firi = 1,...,4, wie oben definiert. Dann hat das System beziiglich
dieser Dekomposition die folgende Darstellung:

T A A Az Ay 1 By
ig _ 0 A22 0 A24 ) + B2 u
i’g 0 0 A33 A34 T3 0
{jﬂ4 0 0 0 A44 Xy 0
T
(0 C 0 C 2
y—( 2 4 ) T3
Ty

mat T; = _PZ{L', Aij = PZA|X] 5 Bz = PZB, Cj = C‘Xj 5 fUT‘ ’L,] = ]., ,4 Dabei
ist das Untersystem

To = Asoxo + Bou, yo = Coxo (2.16)
kontrollierbar und beobachtbar, und es gilt
Ce'B = Cye?>2! B, firt > 0.

Beweis. Die linearen Abbildungen Agzy, Ass, A41, Ay verschwinden wegen der
A-Invarianz von X; @ X5 = R. Ferner verschwinden Asy, Aoz, As1, Asz wegen
der A-Invarianz von X7 @ X3 = N. Auflerdem ist Im B C X; & X5, so dass B3
und By verschwinden; ebenso verschwinden C und C35 wegen X; @ X3 C ker C.
Es bleibt das Untersystem (2.16) zu analysieren. Fiir alle k € N gilt

Alfl * * *
K 0 Ak, 0 <
AT = 0 0 A1§3 *
0 0 0 Aif4
und daher
*
Ak
A'B=| "2 | md CA* = (0 Codf, = ),
0
also

PA*B = A%,By, PyA"B =0, CAF | Xy = CAL,.
Kontrollierbarkeit von (Bsg, A2z C2) folgt jetzt aus

(Ago [Im By ) = Z Ak, Tm By = Z P,A*Im B
k=0 k=0

=P) A*ImB=P,(AImB) = X,.
k=0
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Beobachtbarkeit folgt aus
oo oo
[ ker(C2A5,) = (] ker(CA¥) N Xy =0
k=0 k=0
nach Definition von Xs. Schliellich folgt aus C' = Cy P, + C4 P, fiir alle k > 0
CA*B = CyP,A*B + C4PyA*B = Cy A%, B,

und damit Cye?22! By = Ce?' B, wie behauptet. m

FEine einfache Folgerung aus diesem Resultat ist, dass das Input-Output-
Verhalten eines beliebigen Systems (B, A, C') schon durch das Verhalten eines
beobachtbaren und kontrollierbaren Teilsystems beschrieben werden kann: Ist
das System zur Zeit ¢ = 0 in = = 0, so gilt fiir beliebige Kontrollfunktionen
uelU

¢ ¢
Co(t,0,u) = / CeA'=%) Bu(s) ds = / CreA22(=9) Bou(s) ds.
0 0

Man sagt auch, dass es eine beobachtbare und kontrollierbare Realisierung gibt.
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Kapitel 3

Stabilitdt autonomer
Differentialgleichungen

In diesem Kapitel werden wir - in aller Kiirze - Stabilitéitseigenschaften linearer
und nichtlinearer autonomer Differentialgleichungen diskutieren. Ausfiihrlichere
Informationen geben zum Beispiel Aulbach [2], Amann [1], Walter [17] und
Griine und Junge [5].

3.1 Stabilitidt und Eigenwerte

Wir beginnen mit der Definition von Stabilitéit von Gleichgewichten fiir allge-
meine nichtlineare autonome Differentialgleichungen.
Betrachte

i = f(z) (3.1)

mit einer Lipschitz-stetigen Funktion f : D — R™ mit D C R" offen. Es sei
z* € R" ein Gleichgewicht, also

f(z®) =0.

Ferner sei p(t, zo), t € I, x¢ € D, die zugehorige Losung mit Anfangsbedingung
©(0,20) = xo. Hierbei ist I ein offenes Intervall mit z¢ € I.

Erinnerung: Eine Umgebung U eines Punktes x € R"™ ist eine Teilmenge des
R™, die eine e-Kugel um z enthélt, also z im Innern enthélt. Eine Funktion f :
D — R™ heif3t Lipschitz-stetig, wenn fiir all zg € D eine Umgebung U und L > 0
existieren mit || f(x) — f(y)|| < L ||z — yl| fiir all z,y € U. Ferner gilt auf dem
Existenzintervall der Losungen die Flusseigenschaft o(t+ s, z0) = (s, ©(t, zo)).

Definition 3.1 (i) Ein Gleichgewicht x* heifit stabil, falls fiir jede Umgebung U
von x* eine Umgebung V von x* existiert, so dass fir alle x € V' die zugehérige
Losung o(t, x) fir allet > 0 existiert und p(t,x) € U gilt. Andernfalls heif$t das
Gleichgewicht instabil.
(ii) Fin Gleichgewicht x* heif$t attraktiv, falls es eine Umgebung W besitzt, so
dass fiir alle x € W qilt

lim p(t,z) = z*.

t—oo

31
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(iii) Ein Gleichgewicht x* heifit asymptotisch stabil, falls es stabil und attraktiv
15t.

Es reicht, an Stelle allgemeiner Umgebungen Kugeln um z* zu betrachten:
Stabilitéit ist daher gleichwertig mit der Eigenschaft, dass fiir alle € > 0 ein
d > 0 existiert, so dass fiir alle x mit ||z —2*|| < § die Losung existiert und
lo(t, x) — 2*|| < e fiir alle t > 0 erfiillt. Denn eine beliebige Umgebung U von
x* enthélt eine e-Kugel B(z*,¢),e > 0, also ist die §-Kugel V = B(z*,¢) die
gesuchte Umgebung. Analog bedeutet Attraktivitit, dass ey > 0 existiert, so
dass lim; .. (t,z) = x* fiir alle z mit ||z — z*|| < g gilt.

Das folgende Beispiel (aus Hahn [6]) zeigt, dass Attraktivitét nicht die Sta-
bilitdt impliziert. Es gibt (nichtlineare) autonome Differentialgleichungen mit
Ruhelagen, die attraktiv, aber nicht stabil sind.

Beispiel 3.2 Betrachte das in Polarkoordinaten gegebene ebene System

r=r(l-r), gz.S:sin2 %

Fiir die Lésungen mit Anfangswert (ro, o) erhilt man

7o

B 2 sin ¢g
(r(t), 6(t)) = (W Zarctan <2cos $o — tsin gy + 2)) '

Die Ruhelage (1,0) ist attraktiv, aber instabil.

Die Klassifikation linearer autonomer Differentialgleichungen & = Ax in der
Ebene liefert uns sofort eine Reihe von Beispielen. Hier ist der Ursprung immer
Gleichgewicht, und wir betrachten daher die Stabilitdt von z* = 0.

Beispiel 3.3 Betrachte & = Az, A € R?*2, [st

z| | 0 o x
HEERIY
so hat diese Differentialgleichung ein Zentrum, und der Ursprung ist stabil, aber
nicht asymptotisch stabil. Man beachte, dass auch unter einer Koordinatentrans-
formation diese FEigenschaften erhalten bleiben.

Hat A zwei Eigenwerte mit negativem Realteil, so ist der Ursprung asympto-
tisch stabil. Ist A =0, so ist der Ursprung (und jeder andere Punkt der Ebene)
stabiles, aber nicht asymptotisch stabiles Gleichgewicht.

Ist A = 0 Figenwert mit algebraischer Vielfachheit 2 und geometrischer Viel-
fachheit 1 (also nicht halbeinfach) und A in Jordan-Normalform, also

0 1
oa ]
so ist der Ursprung instabil.

Die Inspektion dieser Beispiele in der Ebene R? zeigt, dass das Vorzeichen
des Realteils der Eigenwerte eine entscheidende Rolle spielt. Wir werden den
folgenden allgemeinen Satz beweisen.
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Theorem 3.4 Betrachte fiir A € R™*"™ die Differentialgleichung & = Ax.

(i) Der Ursprung 0 € R™ ist genau dann stabil, wenn alle Eigenwerte von A
nichtpositiven Realteil haben und diejenigen mit Realteil O halbeinfach sind.
(i) Der Ursprung 0 € R™ ist genau dann asymptotisch stabil, wenn alle Eigen-
werte von A negativen Realteil besitzen.

Beweis. Die Stabilitédtseigenschaften sind unabhéngig von der Koordinaten-
darstellung, weil fiir jede invertierbare Matrix T gilt ||y|| = |[|[Tz| < ||T||||=]|
und [[z]| < |77 |ly|l. Wir konnen also annehmen, dass A in reeller Jordan-
Normalform ist. Weil sich die Blockstruktur auf die Losung tibertréigt, reicht es
dann, die Jordanblocke J zu einem Eigenwert A einzeln zu betrachten:

y=Jy.

Sei zunéichst A € R und z ein Startwert in dem entsprechenden Unterraum.
Dann gilt

12 pd—1 ¢ $d—1
rt 5 . 0t 1 T+ 1T + .+ g2
. td72
elty = M 01 ’ ' . =M T H 13+ F (d—z)!wd
. . t . .
o . . 0 1 Tq T4

(3.2)
Aus der Analysis I ist bekannt, dass fiir jedes Polynom p(t) und o < 0

e*p(t) — 0 fiir t — oo.

Insbesondere existiert das Maximum von {e®® [p(t)|, t > 0}. Betrachte die Ma-
ximumnorm in R?, ||(y;)|| := max; |y;| und die zugehorige Matrizen-Norm (die
Spaltensummen-Norm)

d
1A = max ) |a] .
Y ok=1

Sei jetzt A < —k fiir ein k > 0. Dann folgt wegen A + x < 0, dass
d_ i
Kt Jt|| _ Kkt At v .
e He H—e e m?XZZ‘[ — 0 fiir t — o0
k=1

und

d .
t’L
efit ||e‘”” = lrt At m?x; T <K firt>0

mit einer Konstanten K > 0 und daher
e o < ||| llzoll < K €™ |[|ao|| fiir alle ¢ > 0. (3.3)

Aus dieser Formel liest man ab, dass Stabilitdt und Attraktivitit gelten, also
asymptotische Stabilitét.

Solch eine Abschitzung gilt fiir jeden reellen Eigenwert kleiner als 0. Ana-
log (mit etwas mehr Schreibarbeit) sieht man, dass dies auch fiir komplex-
konjugierte Paare von Eigenwerten mit negativem Realteil gilt. Daher gilt fiir
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alle Matrizen A in reeller Jordan-Normalform, fiir die das Maximum der Real-
teile der Eigenwerte kleiner als —x < 0 ist, dass fiir eine Konstante K > 0

oo < K e Jlao| fix alle t > 0. (34)

Aus dieser Formel liest man unmittelbar die Stabilitit und asymptotische Sta-
bilitiit ab. Damit haben wir gezeigt, dass asymptotische Stabilitéit und insbe-
sondere Stabilitéit folgt, falls das Maximum der Realteile der Eigenwerte negativ
ist. Offenbar impliziert die Existenz eines Eigenwertes mit positivem Realteil,
dass Instabilitédt gilt.

Es bleibt nur noch das Stabilitéitsverhalten fiir Eigenwerte mit Realteil 0
zu diskutieren. Sei jetzt A = 0 ein Eigenwert mit zugehorigem Jordanblock J
gegeben durch (3.2) mit A = 0. Wenn die Dimension des Jordanblocks gleich 1
ist, so folgt

HethOH =" ||xo| = ||zo]| fiir alle ¢t > 0,

und die Stabilitit ist unmittelbar ablesbar. Attraktivitit gilt offenbar nicht.
Analoges gilt fiir komplex-konjugierte Eigenwertpaare +oi,0 € R. Es ist also
nur noch zu zeigen, dass die Existenz eines Jordanblocks mit Dimension > 1 die
Instabilitdt impliziert. Betrachte wieder zunichst A = 0, also

td—l

2
a—3
xo +txs + ...+ ﬁazd

Tq

Fiir jeden Anfangswert 1 =0 = x3 = ... = 24, T2 = 0 mit § > 0 erhilt man als
Losung 4(t,1,0,...,0) T, also eine unbeschriinkte Losung und Instabilitiit folgt.
Analog argumentiert man wieder fiir komplex-konjugierte Eigenwertpaare. m
Die Eigenwerte und die zugehorige Struktur der Jordanblocke legen also die
Stabilitéitseigenschaften einer autonomen, linearen Differentialgleichung fest.

Bemerkung 3.5 Matrizen, fir die alle Eigenwerte negativen Realteil haben,
nennt man auch Hurwitz-Matrizen.

Bemerkung 3.6 Wegen der Beziehung (3.4) gilt fir autonome lineare Diffe-
rentialgleichungen, dass die asymptotische Stabilitdit die exponentielle Stabilitdt
impliziert: fir alle asymptotisch stabilen Matrizen A gibt es Konstanten K > 0
und k > 0 (hierbei miissen die Realteile aller Eigenwerte von A kleiner als —k
sein), so dass fir alle x € R™

HeAtxH < K e ||z fiir alle t > 0.

Bemerkung 3.7 Der Beweis von Satz 3.4 zeigt auch die folgende stirkere Aus-
sage: Haben alle Eigenwerte von A negativen Realteil, so folgt neben der Stabili-
tat, dass fir alle Anfangswerte zo € R™ die Losung o(t, zo) gegen 0 konvergiert.
Diese Figenschaft heifst globale asymptotische Stabilitit (im Unterschied dazu
nennt man die Figenschaft in Definition 3.1 auch lokale asymptotische Stabili-
tit).
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Fiir autonome lineare Differentialgleichungen haben wir insbesondere ge-
zeigt: Fiir alle zp € R™ konvergiert die zugehorige Losung gegen 0 fiir t — oo,
wenn alle Eigenwerte von A negativen Realteil haben. Das folgende Beispiel
zeigt, dass dies fiir nicht-autonome lineare Differentialgleichungen

z=At)x

mit einer stetigen Matrixfunktion A : R — R™*™ falsch ist. Hier haben fiir alle
t € R die Matrizen A(t) nur Eigenwerte mit negativem Realteil, aber es gibt
unbeschriinkte Losungen.

Beispiel 3.8 Betrachte die folgende nichtautonome lineare Differentialgleichung
in der Ebene R?:

“}:A(t)[“yj]z[ —1+4 3 cos?t l—gcostsint} [z}

Y —1—%costsint —1+%sin2t Y
Die Eigenwerte von A(t) sind fir jedest € R gegeben durch
Mg =(-1+ iﬁ)/47
denn

det [\ — A(t)]

A+1— %c0s2t -1+ %costsint }

:det{ 1—|—%costsint A—l—l—%sith

3 3 9
:()\+1—2c082t> </\+1—2Sin2t>—(—1+40082tsin2t)
3 3 3 3
:)\2+)\(1—2cos2t—|—1—2sin2t)+<1—2cos2t> <1—2sin2t)
9 2,2
—l—l—zcos tsin® ¢
-2 [sin2t+cos,2 t} )

3
—\2 _ 2 (2 \in2 2
AT+ A(2 5 [cos t + sin t})-l—( —|—%c082tsin2t

9
+1-— ZCOSQtsiHZt

1 1
=24 A4 =
+2 +2
Also
1 1 8 .
Al’z—_zi E_E—(_lilﬁ)/é‘:

Andererseits ist die Losung bei Anfangsbedingung x(0) = —e, y(0) = 0 gegeben
durch ) o
x(t . —cost t/2
:|€|: sint }e , (3.5)
denn man rechnet nach

L[ &) ] [ sint | t2 , L] —cost | 4 sint — % cost t/2
6{@@)}[00“_6 T3] sine |7 cost—l—%sint €
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und

[ -1+ %COSQT, 1-— %costsint } [ —cost :|et/2

—1—%costsint —1+%sin2t sint

2

. cost—%costcos%—i—sint—§costsin2t ot/2
"~ | cost+ 3cos?tsint —sint + 5 sin®tsint

[ —%cost+sint ot/
o cost+%sint :

Die Lisung (3.5) wird offenbar unbeschrinkt fir t — oo.

Fiir Stabilitdtseigenschaften nichtautonomer linearer Differentialgleichungen
kann man also im Allgemeinen nicht mit den Eigenwerten der Matrizen fiir festes
t arbeiten. Dieses Problem war schon Lyapunov Anfang des 20. Jahrhunderts
bekannt und fithrte ihn zur Definition der heute Lyapunov-Exponenten genann-
ten Groflen, die in den letzten Jahrzehnten intensiv untersucht worden sind und
zu vielen neuen Entwicklungen in der Theorie dynamischer Systeme gefiihrt
haben.

3.2 Lyapunov-Funktionen

Ist die Dimension der Matrix A gréfer als drei, wird die Berechnung der Eigen-
werte per Hand ausgesprochen unangenehm. Fiir hoherdimensionale Systeme
wird daher meist ein anderer Weg beschritten, der auf A.M. Lyapunov (1892)
zuriickgeht und vor allem auch fiir nichtlineare Systeme gangbar ist.

Wir betrachten wieder ein Gleichgewicht z* fiir das System (3.1). Wir kénnen
annehmen, dass z* = 0 gilt. Denn fiir die Differentialgleichung

y=fly+az").

ist y* = 0 offenbar ein Gleichgewicht, und es ist nicht schwer zu sehen, dass die
Stabilitéitseigenschaften von y* mit denen von z* iibereinstimmen.
Wir miissen die Eigenschaften der Funktion V' genauer spezifizieren.

Definition 3.9 Sei V : Uy — [0, 00) eine Ct-Funktion, die auf einer Umgebung
Uo C D von 0 € R™ definiert ist. Sie heif§it positiv definit, falls

V(0) =0 und V(z) > 0 firz #0.

Zum Beispiel ist V (z1,22) = 23 + 23 positiv-definit auf R?; die Funktion

V(zy,x) = 23 + 23 — 3
ist positiv definit auf einem Streifen um die x1—Achse.

Wir wollen garantieren, dass die Funktion V' entlang von Lésungen der Dif-
ferentialgleichung abnimmt, ohne explizit diese Losungen zu verwenden. Die
folgende Definition ist hilfreich:

oV (x)

V(x) = 5 f(@), z€lo.

Man beachte, dass V (z) keine Funktion von t ist, insbesondere muss man keine
Losung der Differentialgleichung kennen, um V' (z) zu berechnen.
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Definition 3.10 FEine positiv-definite C1-Funktion V : Uy — [0, 00) heifit Lyapunov-
Funktion, falls

V(z) <0 fir alle z € Uy.
Sie heifit strikte Lyapunov-Funktion, falls

V(z) <0 fir alle x € Uy, x # 0.
Es gilt die folgende hinreichende Bedingung fiir Stabilitét.

Theorem 3.11 Betrachte das Gleichgewicht 0 € R™ fiir die Differentialglei-
chung (3.1).

(i) Ezistiert eine Lyapunov-Funktion V', so ist 0 stabil.

(i1) Existiert eine strikte Lyapunov-Funktion, so ist 0 asymptotisch stabil.

Beweis. (i) Sei V : Uy — [0, 00) eine positiv-definite C'-Funktion mit V(z) < 0
fiir alle € Uy. Betrachte € > 0 mit B(0;2¢) C Up. Definiere

m = lrr‘lin V(z)>0.
z|=¢
Sei 6 mit 0 < § < € so, dass V(z) < m fiir ||z|| < J. Dies existiert, weil V stetig
ist mit V' (0) = 0. W&hle einen Anfangswert xo mit ||zo|| < §. Dann gilt, solange
die Trajektorie in Uy bleibt, fiir ¢ > 0 nach der Kettenregel

d 0V (x) .

z=(t,0)

Durch Integration folgt aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung
V(g(t, z0)) = V(zo) <0,

also
V(p(t,z0)) < V(o) <m. (3.7)

Es folgt, dass ||¢(t, zo)|| < ¢ fiir alle t > 0 aus dem maximalen Existenzintervall.
Dann existiert die Losung auf [0, c0). Die Abschiitzung gilt, weil es andernfalls
nach dem Zwischenwertsatz eine Zeit s € (0,t) gibt mit

lp(s; zo)l| = .

Wihlt man s als die minimale Zeit mit dieser Eigenschaft, so ist ¢(7;x0) € Uy
fiir alle 7 € [0, s] und damit wie oben gezeigt V (p(t,z0)) < V(z9) < m. Nach
Definition von m ist aber V (¢(s;zg)) > m.

(ii) Die Stabilitét folgt aus (i). Es ist also nur die Attraktivitédt zu zeigen.
Wir verwenden dazu die folgenden Lemmas.

Lemma 3.12 (Gronwall) Es sei I C R ein Intervall und to € T und u : I —
[0,00) sei eine stetige Funktion, die fiir Konstanten o > 0 und 3 > 0

t
u(t) <a+ B | u(s)ds fir allet € I mitt > to, (3.8)
to

erfillt. Dann gilt fir alle t € I mit t > tg

u(t) < Pt (3.9)
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Beweis. Wir definieren die Hilfsfunktion

v(t) == /tu(s)ds, tel.

to

Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung erhilt man aus (3.8)
0(t) = u(t) < a4+ Bo(t).

Definiere nun die weitere Hilfsfunktion
w(t) :=v(t)e Pitel.

Durch Differenzieren ergibt dies mit der Kettenregel

w(t) = <5tv(t)> e Pru(t) (jteﬂt> < (a+ Bu(t) e Pt —Bu(t)e Pt = ae Pt

Integration von ¢ bis ¢ liefert wegen w(tg) =0
w(t) = w(t) —w(ty) < % (e7Flo — =Pty

Damit ergibt sich
a a
o(t) < Seflt=to) _ =
=3 3
Fiir w erhélt man daraus und aus (3.8)
u(t) < a+ Bu(t) < a+ aelt70) — g = aellt=to)

Lemma 3.13 Betrachte fir (3.1) eine Folge x,, — x in D. Ezistieren fir alle
n die zugehorigen Losungen auf [0,T), T > 0, so gilt fir T klein genug

o(t, ) — @(t,x) fir alle t € [0,T).

Beweis. Wihle T > 0 so klein, dass L > 0 eine Lipschitz-Konstante fiir alle
o(t,x,) fir alle ¢ und n ist. Dann folgt die Behauptung mit der Gronwall-
Ungleichung aus

l(t20) — ot )] < lzn — 2] + H [ ot - et anas

t
< flaw — 2] + / L (s 20) — o(s; 2)]| ds.

Wir fiihren jetzt den Beweis von Theorem 3.11(ii). Es sei € > 0 so klein, dass
B(0,2¢) C Up. Dann existiert wegen der Stabilitdt ein 6 > 0, so dass fiir alle z
mit ||zg]| < § folgt, dass ||p(t, zo)|| < € fiir alle ¢ > 0. Es reicht zu zeigen, dass
fiir diese xg die Trajektorie fiir ¢ — oo gegen 0 konvergiert. Gilt dies nicht, so
existieren tp — oo mit p(tg;xo) — x # 0 mit ||z|| < g; ferner ist (¢, z¢) € Up
fiir alle t > 0. Wéhle 7' > 0 wie in Lemma 3.13. Wir kénnen annehmen, dass
tr + T <ty fiir alle k gilt. Ahnlich wie in (i) folgt aus V <0, dass

V(p(T,z)) < V(). (3.10)
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Ebenso ist unter Verwendung der Fluss-Eigenschaft

V(p(tryi; o)) < V(p(ts + T, 20)) = V(o(T; ¢(tk; 20))-

Wegen o(tx; o) — x folgt aus der Stetigkeit von V' und Lemma 3.13
V(p(trtr;zo)) — V() und V(o(T; @(tk; z0)) — V(e(T, z)).

Wir erhalten
V(z) < V(p(T,))

im Widerspruch zu (3.10). m
Der Beweis zeigt, dass eine strikte Lyapunov-Funktion verhindert, dass das
System in positiver Distanz vom Gleichgewicht bleibt.

Bemerkung 3.14 Die Methode, Lyapunov-Funktionen zum Nachweis von Sta-
bilitat einzusetzen, heifSt auch die direkte Methode von Lyapunov, weil man sie
anwenden kann, ohne Losungen zu berechnen.

Es gibt keine allgemeine Konstruktion von Lyapunov-Funktionen fiir stabi-
le oder asymptotisch stabile Gleichgewichte. Fiir viele konkrete Systeme kann
man aber (insbesondere physikalisch motivierte) Lyapunov-Funktionen finden,
einige Beispiele werden in den Ubungen diskutiert. Hier wenden wir uns jetzt
der Frage zu, wie man fiir autonome lineare Differentialgleichungen Lyapunov-
Funktionen konstruiert. Wir erinnern zunéchst daran, dass eine symmetrische
Matrix B € R™*" positiv-definit ist, falls 2 T Bz > 0 fiir alle 0 # 2 € R™. Dies ist
dquivalent dazu, dass —B negativ definit ist. (Im weiteren steht positiv-definit
fiir symmetrisch und positiv-definit).

Positiv-Definitheit von B bedeutet offenbar, dass die C'-Funktion

V(z) =2" Bz

eine positiv-definite Funktion auf Uy = R™ ist. Um eine Lyapunov-Funktion zu
konstruieren, suchen wir daher nach einer positiv definiten Matrix. Der folgende
Satz ist das Hauptresultat zur asymptotischen Stabilitéit von linearen autono-
men Differentialgleichungen.

Theorem 3.15 Fir A € R™"*"™ sind dquivalent:
(i) Die Differentialgleichung & = Az ist asymptotisch stabil.
(i1) A hat nur Eigenwerte mit negativem Realteil.
(iti) Es gibt eine positiv-definite Matriz C € R™ "™, so dass die Lyapunov-
Gleichung
ATB+ BA=-C (3.11)

eine positiv-definite Losung B € R™*™ hat.
(iv) Fiir jede positiv-definite Matriz C € R™*™ hat die Lyapunov-Gleichung
(8.11) eine positiv-definite Losung B € R™*™.

Beweis. Die Aquivalenz von (i) und (ii) ist in Theorem 3.4 gezeigt und trivia-
lerweise impliziert (iv) die Bedingung (iii).
Fiir V(z) = 2" Bx = (v, Bx) ist

oV (x)

o Y= (y,Bzx) + (z, By), y € R".
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Also ergibt sich fiir die Differentialgleichung © = Ax

V(z) = W () Az = (Az, Bz) + (x,BAz) = 2" A" Bz + 2" BAz

X

0
=z [ATB + BA] .

Gilt also (iii), ist B also eine positiv-definite Losung von (3.11) fiir eine negativ-
definite Matrix —C, so ist V negativ-definit, und daher V eine Lyapunov-
Funktion. Nach Theorem 3.11 folgt, dass @ = Az asymptotisch stabil ist. (iii)
impliziert daher (i).

Gelte jetzt (ii), also alle Realteile von Eigenwerten seien negativ. Ferner sei
C eine positiv-definite Matrix. Definiere

B::/ eATtCeAtdt.
0

Die Matrix B ist wohldefiniert: nach (3.4) existieren Konstanten K,x > 0, so
dass

el = 2ot le*a] < et Ke " |z|| = Ke™"*, ¢ > 0; (3.12)
x||= Z||=

dann ist

HeATtCeAt < KQ HC” e—2nt,t > 07

weil A und AT die gleichen Eigenwerte haben und daher die gleiche Abschiit-
zung (3.12) erfiillen. Daher ist diese Funktion integrierbar auf [0, c0) und dann
existiert auch das Integral iiber die Matrizenfunktion. Ferner ist B symmetrisch
und positiv-definit, denn

o0 o0
0O=z'Bzx=2z' / eATtC’eAtdt T = / xTeATtCeAtxdt
0 0

impliziert, weil der Integrand nicht-negativ ist, dass 0 = z " e tCeAtz = (eAtz) T C(eAta)

fiir alle ¢ > 0, was fiir ¢ = 0 mit der Positiv-Definitheit von C' die Gleichung
x = 0 impliziert. Dann ist B Losung von (3.11), weil nach der Produktregel

ATB+ BA= / [ATeATtCeAt + eAcheAtA} dt = / 4 (eATtCeAt) dt

=-C.
Daher folgt (iv) und der Satz ist vollstiindig bewiesen. m

Bemerkung 3.16 Die einfachste Lyapunov-Gleichung erhdlt man fir C = 1,
also

A"B+BA= 1.

Wir werden jetzt Lyapunov-Funktionen anwenden, um eine fundamentale
Aussage iiber nichtlineare Differentialgleichungen zu beweisen.
Betrachte

&= f(x)
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mit einer C'-Funktion f und Ruhelage 2* € D. Anstelle der nichtlinearen Funk-

tion verwenden wir die Linearisierung D f(z*) = 8’(;;“’) |z=2+ und erhalten die
autonome lineare Differentialgleichung
y=Df(z")y.

Da die Stabilitéit dieser Differentialgleichung wesentlich einfacher zu bestimmen
ist, mochten wir auf die Stabilitdt der Ruhelage der nichtlinearen Differential-
gleichung zuriickschliefen. Solch eine Argumentation haben wir schon im einlei-
tenden Kapitel bei der Diskussion des Pendels verwendet.

Theorem 3.17 Fiir die Differentialgleichung (3.1) sei f : D — R™ eine C*-
Funktion, * € D, und f(z*) = 0. Ist 0 € R™ ein asymptotisch stabiles Gleich-
gewicht fiir die linearisierte Differentialgleichung

g =Df(")y (3.13)
so ist x* € R™ ein asymptotisch stabiles Gleichgewicht fir (3.1).

Beweis. Nach Theorem 3.15 existiert fiir (3.13) eine strikte Lyapunov-Funktion
auf R™ in der Form

V(y) =y By,
wobei ATB + BA = —1I gilt. Wir zeigen, dass

V(z):=(z—z*)" Bz —z*).

fiir (3.1) eine Lyapunov-Funktion auf einer Umgebung von z* ist. Dafiir ist nur
zu zeigen, dass %—‘;(x) - f(z) < 0 gilt fiir x # 2* in einer Umgebung von z*. Nach
Definition der Differenzierbarkeit gilt

f(x) =Df(z")(x —2") + h(r —2") mit lim Mz — =) =0

A

Wir schreiben auch kurz A := Df(a*). Fiir (3.1) berechnet man

= (f(z), B(x —z7)) + (x — =", Bf (x))

=(A(lx —z")+ h(x —2"),B(x — z")) + (x — 2", BA(x — =*) + Bh(z — z*))
(x—2)TATB(z — %) + h(z — 2*) " B(z — z¥)

+ (z — ") BA(z — 2*) + (z — 2*) ' Bh(z — 2*)

= (z—2*)"[ATB + BA|(z — 2*) 4+ 2h(z — 2*) " B(z — z*)

= — ||z — 2*|* + 2h(z — 2*) " B(z — z*).

Nun ist .
h(l|z — 2

[l — a*|

hier geht der erste Faktor gegen 0 fiir || — 2*|| — 0. Es folgt also a\g(x) f(z) <0

T

Ih(z — ") B - )| < 18]l — |

fiir ||z — 2*|| < o mit a > 0 klein genug. Auf der a-Kugel B(z*, o) um z* ist V
also eine strikte Lyapunov-Funktion fiir (3.1). m
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Bemerkung 3.18 Aus der Existenz einer Lyapunov-Funktion folgt auch, dass
die Lésungen fiir Anfangswerte nahe des Gleichgewichts auf [0,00) existieren.
Denn andernfalls werden sie auf einem endlichen Ezistenzintervall unbeschrinkt.

Im Allgemeinen kann man von Eigenschaften der linearisierten Gleichung nur
auf lokale Eigenschaften der nichtlinearen Gleichung schliefen. Die Umkehrung
von Theorem 3.17 gilt jedoch nicht, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 3.19 Betrachte die nichtlineare eindimensionale Differentialgleichung
T =—x°.

Durch Nachrechnen sieht man leicht, dass die Losungen dieser Gleichung gege-
ben sind durch

0 falls xy =0
o(t,zo) = (2t+1/22)""%  falls z0>0
— (2t + 1/1'(2))71/2 falls x5 <0

Daher ist das Gleichgewicht x* = 0 asymptotisch stabil (sogar global asympto-
tisch stabil). Die Linearisierung dieser Gleichung in diesem Gleichgewicht ist
durch

y=0

gegeben und offenbar ist y* = 0 fir diese Gleichung zwar stabil, jedoch nicht
asymptotisch stabil.

Bemerkung 3.20 Fir autonome lineare Differentialgleichungen folgt aus der
asymptotischen Stabilitit schon die exponentielle Abschitzung (3.4). Daher kann
man vermuten, dass exponentielle Stabilitdt einer Ruhelage einer nichtlinea-
ren Differentialgleichung die asymptotische (also exponentielle) Stabilitit der
linearisierten Differentialgleichung impliziert. Dies ist in der Tat richtig (Gri-
ne/Junge [5, Satz 9.8]).



Kapitel 4

Feedback und Stabilisierung

In diesem Kapitel werden wir analysieren, wann Feedbacks existieren, unter
denen ein Gleichgewicht stabil wird. Zunichst diskutieren wir Linearisierung
an einem Gleichgewicht. Dann konstruieren wir stabilisierende Feedbacks fiir
lineare Kontrollsysteme.

4.1 Linearisierung an einem Gleichgewicht

In diesem Abschnitt diskutieren wir die Linearisierung an einem Gleichgewicht.

Aus dem letzten Kapitel sind die folgenden Resultate aus der Theorie ge-
wohnlicher Differentialgleichungen bekannt: Betrachte eine nichtlineare Diffe-
rentialgleichung

y(t) = f(y(t)) mit einer C' — Funktion f,

und nimm an, dass Losungen ¢! (yo) zu Anfangswerten y(0) = yo fiir alle Zeiten
t € R existieren. Sei y* € R™ ein Gleichgewicht, also f(y*) = 0. Dann gilt nach
der Kettenregel fiir t € R und A := 3%|y—y* fy)

0

t At
a9, ¢ (y)xo = "o,
ay\y=y*

d.h. die Ableitung der Losung nach dem Anfangswert in Richtung xq ist die
Losung der linearisierten Differentialgleichung

& = Az mit Anfangswert z(0) = zo.

Ferner ist y* lokal exponentiell stabil ist, wenn das Gleichgewicht =* = 0 ihrer
Linearisierung global exponentiell stabil ist, also wenn alle Eigenwerte von A
negativen Realteil haben; siehe dazu z.B. Aulbach [2, Satz 7.6.3].
Ein allgemeines nichtlineares Kontrollsystem ist gegeben durch die Differen-
tialgleichung
9(t) = Fy(t),u(t)) (4.1)

mit f : R® x R™ — R™ und Kontrollfunktionen u. Wir nehmen an, dass fiir
u* = 0 der Punkt y* = 0 ein Gleichgewicht ist, d.h., f(0,0) = 0. Ferner sei die

43



44 KAPITEL 4. FEEDBACK UND STABILISIERUNG

Abbildung f in (y*,u*) = (0,0) sowohl nach y als auch nach wu stetig differen-
zierbar. Dann konnen wir die Linearisierung definieren als

z(t) = Azx(t) + Bu(t) (4.2)
mit 5 ;
4= % 4 b= ).
% (y,u):(o,O)f(y ) u fly,u)

(yau):(o70)
Das folgende Lemma zeigt, wie diese Linearisierungen von Differentialgleichun-
gen und Kontrollsystemen fiir lineares Feedback F' zusammenhéingen.

Lemma 4.1 Betrachte ein nichtlineares Kontrollsystem (4.1) und seine Linea-
risierung (4.2) im Gleichgewicht (0,0). Sei F' : R™ — R™ eine lineare Abbildung.
Dann ist die lineare Differentialgleichung

#(t) = (A+ BF)xz(t)
die Linearisierung in y* = 0 der nichtlinearen Differentialgleichung

y(t) = f(y(t), Fy(t)).
Beweis. Wir miissen nachweisen, dass

d

Fy) = A+ BF
i f(y, Fy) +

y=0

gilt. Sei dazu G : R® — R™ x R™ gegeben durch G(y) = (y, Fy), wobei wir
(y, Fy) als (n+m)—dimensionalen Spaltenvektor interpretieren. Dann folgt nach
der Kettenregel

d d 9 0
Y Y Yl (yu)=Gy) U | () =G(y)
Alsoist iny =0
d 9 )
T fly, Fy) = Ew fly,u) + 5 f(y,u)F = A+ BF.
Yly=o0 Y1 (y,u)=(0,0) Ul(y,u)=(0,0)
| |

Damit erhalten wir das folgende lokale Stabilisierungsresultat (stabilisierbar
bedeutet hier asymptotisch stabilisierbar).

Theorem 4.2 Fin nichtlineares Kontrollsystem (4.1) ist durch ein lineares Feed-
back lokal stabilisierbar, wenn seine Linearisierung (4.2) durch ein lineares Feed-
back global stabilisierbar ist. Dartberhinaus ist das Gleichgewicht y* = 0 der
Gleichung

¥ = fly(t), Fy(t))

lokal stabil fiir jedes lineare Feedback F', das das Stabilisierungsproblem fiir das
linearisierte System lost.

Aus der linearen Struktur des Feedbacks F' ergibt sich also, dass wir nichtli-
neare Stabilisierungsprobleme lokal 16sen kénnen, indem wir lineare Stabilisie-
rungsprobleme 16sen.
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4.2 Stabilisierung Linearer Kontrollsysteme

Wir wenden uns der Stabilisierung linearer Kontrollsysteme zu.

Wir werden zunéchst zwei niitzliche Koordinatentransformationen fiir Kon-
trollsysteme betrachten. Beachte, dass fiir eine Transformationsmatrix 7' €
R™*™ das zu

#(t) = Aw(t) + Bul(t) (4.3)

gehorige transformierte System fiir z = T~ 'a
2(t) = Az(t) + Bu(t) (4.4)

durch A = T~'AT und B = T~'B gegeben ist. Ein Feedback F fiir (4.3) wird
mittels F = FT in eines fiir (4.4) transformiert (dies folgt sofort aus 7= (A +
BF)T = A+ BF). Aus der Erreichbarkeitsmatrix R = [B, AB, ..., A"~ ! B] fiir
(4.3) erhilt man die Erreichbarkeitsmatrix R = TR fiir (4.4). Das folgende
Lemma (vgl. auch den Beweis des Hautus-Kriteriums, Theorem 2.14) zeigt, dass
man fiir beliebige Matrix—Paare (A, B) durch eine geeignete Koordinatentrans-
formation erreichen kann, dass das System in einen kontrollierbaren und einen
nicht—kontrollierbaren Anteil zerlegt wird.

Lemma 4.3 Es sei (A, B) € R"" x R"*™. Dann gibt es eine Koordinaten-
transformation T, so dass

i_ -1 (A Ay ~ 1 [ Bi
A=T AT—( 0 As und B=T""B = 0

mit A; € R™™™ und By € R™™™ st und (A1, By) kontrollierbar ist.

Beweis. Dies folgt mit Standardargumenten der linearen Algebra, wenn man ei-
ne Basis des Erreichbarkeitsunterraums O1(0) = R = (A |Im B) vom Ursprung
zu einer Basis von R" ergénzt und die Spalten von T' als diese Basisvektoren
definiert. m

Die zweite Koordinatentransformation, die wir betrachten wollen, gilt fiir
kontrollierbare Systeme, bei denen w eindimensional ist, also m = 1 und B =
beR"

Lemma 4.4 Ein Paar (A,b) € R™*" x R™ ist genau dann kontrollierbar, wenn
es eine Koordinatentransformation S in die sogenannte Regelungsnormalform
qibt,

0 1 0 0
A=S91A9 — o : : undb=S""b=1| " |:

0 o . . . 1 0

Qy &1 . . . Op_1 1

hierbei sind die «; die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms x4 von A,
dh., xa(z) = 2" —a,_ 12" — ... — a1z — .
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Beweis. Wir zeigen zunichst, dass fiir Matrizen A der angegebenen Form die
«; gerade die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms sind. Dies folgt
durch Induktion iiber n: Fiir n = 1 ist die Behauptung sofort klar. Fiir den
Induktionsschritt nehmen wir an, dass die Behauptung fiir alle Matrizen A,, €
R™ ™ gilt. Sei A,yq € RMHDX(+1) yon der obigen Form. Dann kann man A,
fiir eine Matrix A,, der obigen Form folgendermaflen schreiben:

0
An+1 - A

o
Entwickeln wir nun det(z] — A, ;1) nach der ersten Spalte, so ergibt sich
XA, (2) = zdet(z], — Ap) — ap(—1)"T2(=1)"
=2zxa,(2) — o
— Zn+1

—ap_12" — o — a1z — ap,

also gerade der gewiinschte Ausdruck.
Es existiere eine Transformation S mit den angegebenen Eigenschaften.
Durch Nachrechnen sieht man leicht, dass

R=(b Ab ... A" 'b) = (4.5)

_ o o o

* ¥ ¥ =

gilt, wobei * beliebige Werte bezeichnet. Diese Matrix hat vollen Rang, denn
durch Umordnung der Zeilen erhalten wir eine obere Dreiecksmatrix mit lauter
Einsen auf der Diagonalen, welche offenbar invertierbar ist, also vollen Rang
besitzt. Daher ist (A, b) kontrollierbar und da Kontrollierbarkeit unter Koordi-
natentransformationen erhalten bleibt, ist auch das Paar (A4,b) kontrollierbar.

Sei umgekehrt (A, b) kontrollierbar. Dann ist die Erreichbarkeitsmatrix R =
[b, Ab, ..., A"~1b] invertierbar. Wir zeigen nun zuniichst, dass R~'AR = AT,
d.h., dass AR = RAT ist. Dies folgt (unter Verwendung des Satzes von Cayley—
Hamilton) aus

AR = Ab, Ab, ..., A" 1]
= [Ab, A%, ..., A" b, i, 1 A" TVD + ..+ agb]

o . . . 0 Q)
1 . . .0 aq

= [b, Ab,..., A" | : =RAT.
o . . .1 Qan_1

Eine analoge Rechnung mit R aus (4.5) liefert R"'AR = AT und damit
A=RATR™' = RR"'ARR™'.

Ferner ist offensichtlich R(1,0, ..., 0)" =bund R(1,0,...,0)" = b, also RR™'b =
b. Damit ist S = RR~! die gesuchte Tranformationsmatrix. m



4.2. STABILISIERUNG LINEARER KONTROLLSYSTEME 47

Bemerkung 4.5 In der Regelungsnormalform enthdlt das System eine Kette
von m — 1 Integratoren, erst in der letzten Gleichung erscheint die Kontrolle
explizit.

Wir werden das Stabilisierungsproblems zunéchst fiir skalare Kontrolle, also
m = 1, losen. Der allgemeine Fall wird dann darauf zuriickgefiihrt. Zunichst
driicken wir das Stabilisierungsproblem mit Hilfe des charakteristischen Poly-
noms aus. Dies hiingt eng mit dem Hautus-Kriterium fiir Kontrollierbarkeit
zusammen.

Definition 4.6 Fir ein Kontrollsystem (4.3) heifit ein Polynom x wvorgebbar,
falls ein lineares Feedback F existiert, so dass x gleich dem charakteristischen
Polynom xa+pr von A+ BF ist.

Offenbar existiert ein stabilisierendes Feedback F' genau dann, wenn ein vor-
gebbares Polynom existiert, dessen Nullstellen nur negative Realteile haben.

Die folgende Proposition zeigt fiir skalare Kontrollen die Beziehung zwischen
Kontrollierbarkeit und Vorgebbarkeit von Polynomen.

Proposition 4.7 Betrachte das Kontrollsystem (4.8) mit skalarer Kontrolle,
also B € R™'. Dann sind dquivalent:

(i) Das Paar (A, B) ist kontrollierbar.

(ii) Jedes Polynom der Form x(z) = 2" — Bn_12""1 — ... — B1z — By mit
Bi € R ist vorgebbar.

Beweis. (i) = (ii): Sei (A, B) kontrollierbar und sei S die Koordinatentrans-
formation aus Lemma 4.4. Wir setzen

F= (80— 0ap,fi—1,. o1 —an_1) € R,

Dann gilt
A+ BF
o 1 . . . 0 0
= ' . + (Bo — o, B1 —a1,...,Bp1 — an_1)
0 0 1
ag Qo7 . . . Op_q 1
0 1 0
o o . . . 1
60 61 .. anl

Daher ist nach Lemma 4.4 das charakteristische Polynom von A+ BF gleich x.
(ii) = (i): Es sei T die Koordinatentransformation aus Lemma 4.3. Dann

ergibt sich fiir jedes beliebige Feedback F' = (F1, F3)

0 As

A+ BEF = ( A+ B Fy Ay + B F >
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Das charakteristische Polynom dieser Matrix ist

Xﬁ+§ﬁ = XA1+B1F1 " XAs»

daher sind (beachte, dass (A;, By) kontrollierbar ist) die vorgebbaren Polynome
gerade von der Form x = x“x", wobei x¢ ein beliebiges normiertes Polynom
vom Grad d ist und x* = xa, ist. Bedingung (ii) kann offenbar nur gelten,
wenn die Teilmatrix As nicht vorhanden ist, also das System kontrollierbar ist.
Damit ist Theorem 4.7 bewiesen. m

Das Polynom x“ = x4, wird auch als als unkontrollierbarer Teil des cha-
rakteristischen Polynoms von A bezeichnet. Natiirlich ist es zur Stabilisierung
nicht notwendig, dass jedes Polynom vorgebbar ist, wir brauchen lediglich eines
zu finden, dessen Nullstellen nur negative Realteile haben. Der Beweis von Satz
4.7 zeigt, wann dies moglich ist: Man benétigt, dass der unkontrollierbare Teil
des charakteristischen Polynoms nur Nullstellen mit negativem Realteil hat.

Das folgende Lemma, Heymanns Lemma, erlaubt es uns, den allgemeinen
Fall auf den Fall m = 1 zuriickzufiihren.

Lemma 4.8 Das Paar (A, B) € R™™™ x R™*"™ sei kontrollierbar. Sei v € R™
mit b := Bv # 0. Dann existiert F' € R™*™, so dass (A+ BF,b) kontrollierbar
18¢.

Beweis. Mittels einer rekursiven Vorschrift konstruieren wir uns zunéchst linear
unabhéingige Vektoren z1,...,z, € R® mit der folgenden Eigenschaft: Fiir alle
1e{l,...,n—1} gilt

Az; € Vigr = (@1, .., Tiq1)- (4.6)
Definiere z1 := b # 0. Jetzt seien fiir £ < n — 1 linear unabhéingige Vektoren
Z1,..., Tk gegeben, so dass fiir alle ¢ = 1, ..., k—1 die Bedingung (4.6) erfiillt ist.
Wir konstruieren einen Vektor xjy1, so dass z1,...,Zg, zx41 linear unabhéingig
sind und gilt

o € Viey1 = (1, -+, Tpey1)-

1. Fall: Axy & Vi: Setze up := 0 € R™ und zpy1 := Az + Bup = Axy.
Offenbar gilt dann auch die lineare Unabhiingigkeit.

2. Fall: Az, € Vi: Wegen (4.6) folgt dann, dass Vi ein A-invarianter Un-
terraum ist. Weil (A, B) kontrollierbar ist, gilt fiir den kleinsten A-invarianten
Unterraum des R™, der das Bild von B enthilt, dass R” = (A |Im B). Weil V},
ein A—invarianter Unterraum mit dim V = k < n ist, kann dieser das Bild von
B also nicht enthalten. Daher gibt es ein u; € R mit Buy ¢ Vi und daher
Axy + Buy, € Vi und wir setzen xy41 = Axy + Bug.

Wir konstruieren nun die gesuchte Abbildung F aus z1,...,2,. Da die x;
linear unabhingig sind, ist die Matrix X = [zq,...,2,] invertierbar, und wir
konnen F := UX~! fir U = [uy,...,u,] € R™*" definieren, wobei die u;
fir ¢ = 1,...,n — 1 die in der obigen Rekursion verwendeten Kontrollvektoren
sind und w, := 0 € R™ gesetzt wird. Damit gilt Fz; = u; und deswegen
(A4+ BF)z; = x4 fiiri=1,...,n — 1. Wegen b = z; folgt somit

[b, (A+ BF)b,...,(A+ BF)" ' = X,

also hat diese Matrix den Rang n und (A + BF,b) ist kontrollierbar. m
Mit diesem Resultat ldsst sich nun die Proposition 4.7 leicht auf beliebige
Kontrolldimension verallgemeinern.
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Theorem 4.9 Fir das System (4.3) sind dquivalent:
(i) Das Paar (A, B) ist kontrollierbar.
(i1) Jedes Polynom x vom Grad n ist vorgebbar.

Beweis. (i) = (ii): Sei (A, B) kontrollierbar und x gegeben. Seien F; € R"*™
und b = Bv € R™*! die in Lemma 4.8 konstruierten Matrizen. Dann ist das Paar
(A + BF1,b) kontrollierbar und aus Satz 4.7 folgt die Existenz eines Feedbacks
F, ¢ RYX" 50 dass

XA+BF +bFy = X

ist. Wegen
A+BF1+bF2:A+BF1 +BUF2:A+B(F1 +’UF2)

ist also F' = F} + vF5 das gesuchte Feedback.

(ii) = (i): Vollig analog zum Beweis von Satz 4.7. m

Fiir den allgemeinen, nicht notwendigerweise kontrollierbaren Fall erhilt
man das folgende grundlegende Resultat.

Theorem 4.10 Fiir das System (4.3) sind die vorgebbaren Polynome gerade
die Polynome der Form

X =xx"
wobei x° ein beliebiges normiertes Polynom vom Grad d = (A|Im B) ist und x*
der unkontrollierbare Teil des charakteristischen Polynoms von A. Insbesondere
ist das Stabilisierungsproblem genau dann losbar, wenn alle Nullstellen von x*
negativen Realteil haben.

Beweis. Dies ergibt sich unmittelbar aus den obigen Beweisen. m

Dieser Satz, der zentral fiir die lineare Kontrolltheorie ist, wird oft als Polver-
schiebungssatz bezeichnet, da die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
in der Kontrolltheorie auch als Pole bezeichnet werden und der Satz angibt, wie
man diese Nullstellen durch geeignete Wahl des Feedbacks verschieben kann.

Bemerkung 4.11 Die Bezeichnung ,Pole” fiir die Nullstellen des charakteris-
tischen Polynoms von A erklirt sich folgendermaflen. Betrachte die Anfangs-
bedingung x©(0) = 0. Die Laplace-Transformierten von u und der zugehirigen
Lisung x sind (formal) gegeben durch

a(s) :z/ e Stu(t)dt und 2(s) = / e S'z(t)dt, s € C.

0 0

Durch partielle Integration erhdlt man

/ e~ (t)dt = —eta(t) | — / (—s)e—*a(t)dt = s / e~ (t)dt = si.
0 0 0

Differentiation von x bedeutet fiir die Laplace- Transformierte also Multiplikation
mit s. Wir erhalten
si(s) = Az(s) + Bi(s)

oder
#(s) = (sI — A)"*Ba(s).

Die Nullstellen von sI — A sind die Pole von (sI — A)~'B.
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Wir schlieflen diese Diskussion von Stabilisierung durch Zustandsfeedback
mit einem einfachen Beispiel.

Beispiel 4.12 Wir betrachten ein (sehr einfaches) Modell fiir eine Heizungsre-
gelung. Nehmen wir an, dass wir die Temperatur 1 in einem Raum an einem
festgelegten Messpunkt regeln wollen. Der Einfachheit halber sei die gewiinschte
Temperatur auf 1 = 0 normiert. In dem Raum befindet sich ein Heizkorper mit
Temperatur xo, auf die wir mit der Kontrolle uw Finfluss nehmen konnen. Die
Verdinderung von xo sei durch die Differentialgleichung

a2 (t) = u(t)

beschrieben, d.h. die Kontrolle u regelt die Zunahme (falls u > 0) bzw. Abnahme
(falls uw < 0) der Temperatur. Fir die Temperatur x1 im Messpunkt nehmen wir
an, dass sie der Differentialgleichung

@1(t) = —w1(t) + 22(t)
geniigt, d.h. fir konstante Heiztemperatur xo ergibt sich
z1(t) = e '21(0) + (1 — e )y

Mit anderen Worten, wir nehmen an, dass die Raumtemperatur x, im Mess-
punkt exponentiell gegen die Temperatur des Heizkdrpers konvergiert. Dabei sei
jetzt die Temperatur der Heizung nicht messbar (also auch x2(t) =0 firt >0
nicht realisierbar) Aus diesem Modell erhalten wir das Kontrollsystem

#(t) = ( o )x(t)—i— ( ; )u(t).

FEine naheliegende Regelstrategie ergibt sich nun wie folgt: Falls x1 > x] =
0 ist, so vermindern wir die Temperatur in xo, d.h., wir wdhlen v < 0. Im
umgekehrten Fall, d.h. falls x1 < 27 = 0 ist, erhohen wir die Temperatur und
setzen u > 0. Da unser Feedback linear sein soll, ldsst sich dies durch die Wahl
F(z) = =Xz fiir ein A > 0 erreichen, oder, in Matriz—Schreibweise, F(x) =
(=X, 0) (hier ist n = 2 und m = 1). Damit erhalten wir das riickgekoppelte

System
i(t) = ( e )a:(t).

Berechnet man die Figenwerte fiir A > 0, so sieht man, dass alle Realteile
negativ sind. Wir haben also das Stabilisierungsproblem geldst und folglich kon-
vergieren x1(t) und xo(t) fir alle Anfangswerte exponentiell schnell gegen 0,
insbesondere konvergiert x1 exponentiell schnell gegen die gewiinschte Tempe-
ratur 7 = 0. Falls wir die Temperatur zo am Heizkérper messen kénnen, so
kénnen wir auch F(x) = —Axa, bzw. F = (0,—\) setzen. Wiederum sieht man
durch Betrachtung der Figenwerte, dass das riickgekoppelte System fiir alle A > 0
exponentiell stabil ist.

4.3 Storungsentkopplung

Die Methoden, die wir bisher eingesetzt haben, um Kontrollierbarkeit und Sta-
bilisierung zu diskutieren, erlauben auch die Analyse eines anderen relevanten
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Problems der Kontrolltheorie: Wie kann man durch Feedback den Einfluss von
Storungen auf den Output verhindern?
Dazu betrachten wir das folgende System

i(t) = Ax(t) + Bu(t) + Ew(t) (4.7)

hierbei ist £ : R* — R” linear und die Funktionen w : R — R! werden als
Stoérungen interpretiert, die auf das System wirken. Wir nehmen im Folgenden
an, dass die Storungen stetig, aber sonst beliebig sind.

Wir nennen (4.7) storungsentkoppelt, falls der Output y(-) nicht von den Sto-
rungen w(-) abhingt. Mit der Variation-der-Konstanten-Formel bedeutet dies,
dass fiir alle stetigen w(+)

t
C/ eAt=9) Buw(s)ds = 0 fiir t > 0.
0
Wir konnen dies, mit H(t) = Ce* E, auch als Faltung schreiben,
t
(Hxw)(t) = / H(t —s)w(s)ds =0 fiir t > 0.
0

Lemma 4.13 Das System (4.7) ist storungsentkoppelt genau dann, wenn eine
der folgenden dquivalenten Bedingungen erfillt ist:

(i) Ce*E =0 fiir alle t > 0;

(ii) CAKE =0 fiir alle k =0,1,....,n — 1;

(i1i) (A|Im E) C ker C;

(iv) ImE C nﬁl ker(C A?).

1=0

Beweis: in den Ubungen.
Wir wollen Storungsentkopplung durch Anwendung von Feedbacks erreichen
und betrachten daher das folgende Problem.

Definition 4.14 (Storungsentkopplungsproblem, Disturbance Decoupling Pro-
blem, DDP) Finde fiir das System (4.7) eine lineare Abbildung F : R™ — R™,
so dass

(A+ BF |ImFE) C ker C.

Nach dem vorangehenden Lemma ist diese Bedingung dquivalent zu

n—1 .
ImE C () ker(C(A+ BF)").
i=0
Offenbar ist das Problem genau dann losbar, wenn fiir ein passendes F' ein
(A + BF)-invarianter Unterraum zwischen Im E und KerC' existiert.

Definition 4.15 FEin linearer Unterraum V wvon R™ heisst (A, B)-invariant,
wenn es ein lineares Feedback F mit (A + BF)V C V gibt. Fir einen linea-
ren Unterraum W von R™ sei J(A, B;W) die Menge aller (A, B)-invarianten
Unterrgume, die in W enthalten sind. Dann wird F' auch Freund von (A, B)
genannt.
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Das folgende Lemma charakterisiert (A, B)-invariante Unterrdume.

Lemma 4.16 Fir einen Unterraum V C R™ sind die folgenden Eigenschaften
dquivalent:

(i) V ist (A, B)-invariant;

(W) AV C V 4+ Im B;

(iii) Fir alle v € V gibt es eine stetige Kontrollfunktion u, so dass die
zugehdorige Lésung von © = Az + Bu, x(0) = v, fir allet > 0 in V bleibt.

Beweis. (i) impliziert (iii), wenn man fiir einen Anfangswert v € V' die Kontrolle
u(t) = Fa(t) wihlt, wobei x die Losung des Feedbacksystems & = (A + BF)x
zum Anfangswert x(0) = v ist.

Gilt (iii) und ist v € V, so existiert eine stetige Kontrolle u so dass die
zugehorige Losung & = Az + Bu,z(0) = v, fiir alle ¢ > 0 in V bleibt. Also gilt
insbesondere

V 3 #(0) = Az(0) + Bu(0) = Av + Bu(0)
Also ist Av € V +1Im B, d.h. (ii) gilt.
Gilt (i), so wiihlen wir eine Basis vy, ..., v von V. Dann existieren uq, ..., u €
R™ mit
Av; + Bu; € V fiir alle 1.

Definiere eine lineare Abbildung Fy : V' — R™ durch Fyv; = u; und lineare
Fortsetzung auf V. Jede lineare Fortsetzung auf R™ erfiillt dann (i). m
Unter den (A, B)-invarianten Unterrdumen gibt es einen groften.

Proposition 4.17 (i) Jeder Unterraum W von R™ enthdlt einen eindeutigen
grofiten (A, B)-invarianten Unterraum, den wir mit max J (A, B; W) bezeich-
nen.
(ii) Es gilt max J(A,B;W) = {v € W|z(t) € W,t > 0, fir ¢ = Az +
Bu, z(0) = v, und ein stetiges u}.

Beweis. (i) Wegen der endlichen Dimension existiert ein Unterraum maximaler
Dimension in J(A, B;W). Aus (ii) in Lemma 4.16 folgt, dass die Summe von
(A, B)-invarianten Unterréumen in W wieder ein (A, B)-invarianter Unterraum
in W ist. Sind also V und V’ Unterriume maximaler Dimension, so ist auch
V + V'’ ein (A, B)-invarianter Unterraum in W. Dann folgt aber V. = V' =
V+V.

(ii) Wegen der Linearitét ist die Menge auf der rechten Seite ein Unterraum
von W, und er enthilt max J (A, B;W). Er ist auch (A, B)-invariant, weil er
die Eigenschaft in Lemma 4.16(iii) erfiillt, also folgt Gleichheit. m

Daraus erhalten wir leicht die Charakterisierung der Losbarkeit von (DDP).

Proposition 4.18 Das Stérungsentkopplungsproblem ist l6sbar genaw dann, wenn
Im E C max J (A, B;ker C).

Beweis. Sei Im F C max J(A, B;ker C') =: V. Dann gibt es ein lineares Feed-
back F' mit
(A+BF)V CV CkerCund ImE C V.

Weil Im F in V' enthalten ist, liegt auch der kleinste (A + BF)-invariante Un-
terraum, der Im F enthélt, in ker C|

(A+ BF ImE) CV CkerC,
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das heisst, (DDP) ist losbar.
Sei umgekehrt (DDP) losbar. Es gibt dann F' so dass

V:i=(A+BF|ImE) C kerC.

Der Unterraum V ist natiirlich (A + BF')-invariant und enthélt Im E. Also ist
V ein (A, B)-invarianter Unterraum in ker C, und die Behauptung folgt. m

Dies Proposition reduziert die Losung von (DDP) auf die Berechnung von
grofiten (A, B)-invarianten Unterrdumen in einem gegebenen Unterraum. Dies
Problem wird im néchsten Abschnitt genauer analysiert.

4.4 Ein Algorithmus fiir invariante Unterrdume

Das Problem der Storungsentkopplung konnten wir auf die Berechnung des grof-
ten (A, B)-invarianten Unterraums, der im Kern von C' enthalten ist, zuriick-
fiihren. In diesem Abschnitt wird ein Algorithmus beschrieben, der es erlaubt,
iterativ den grofiten (A, B)-invarianten Unterraum, der in einem beliebigen Un-
terraum W enthalten ist, zu berechnen.

Der Algorithmus ist am einfachsten fiir zeitdiskrete Kontrollsystem der Form

Tpy1 = Axy, + Buyg, k > 0,

zu beschreiben; hierbei sei wieder A € R™*™ und B € R™*™. Fiir eine Input-
Sequenz u = (ug,u1,...) und einen Anfangszustand zo € R"™ ist die Trajektorie
in diskreter Zeit gegeben durch z = (xo,z1,...). Hier ist der grofite (A, B)-
invariante Unterraum, der in einem Unterraum W enthalten ist, offenbar (vgl.
Proposition 4.17(ii))

{zp € R" | es gibt u mit Trajektorie x; € W fiir ¢ > 0}.
Definiere eine Folge von Unterrdumen V;, V7, ... durch
Vi :={xg € R"| es gibt u mit zg, z1, ...,z € W}.

In der Tat ist V; ein Unterraum und es gilt Vo = W D Vi D ... . Wir erhalten die
folgende Rekurrenzrelation fiir die V;. Ein Punkt z¢ € V;41 genau dann, wenn
xo € W und es ug € R™ mit z1 := Axg + Bug € V; gibt , denn dies bedeutet,
dass es eine Inputfolge v = (ug, ....,u,) mit 1 = Azg + Bug € V; gibt, also
T, ..., Tpy1 € W. Daher gilt

29 € Viy1 <= 29 € W und Azg € V; + Im B,
und letzteres bedeutet zg € A~1(V; 4+ Im B). Es folgt
Vo=W,Vix1 =WnA YV, +Im B). (4.8)

Aus dieser Rekurrenzrelation folgt, dass Vi, = Vi1 fiir ein k impliziert, Vi, =V}
fiir alle [ > k. Denn dann

Vi=Vei =WNA ' Vi +ImB) =WNA Y (Ve +Im B) = Vi o

etc. Weil die Folge der Unterrdume V; absteigend ist, folgt, dass es ein k < n
gibt, so dass Vi = Vi41.
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Behauptung: Dann ist V}, = max J (A, B;W).

Die Inklusion max J (A4, B; W) C V}, folgt aus dern Definitionen. Umgekehrt,
sei g € Vi = Vi41. Wir miissen eine Inputfolge (ug,uq,...) konstruieren, so
dass die zugehorige Trajektorie (xg,z1,...) in W liegt. Weil zo € Vi, = Viyq,
gibt es up mit xy = Axg + Bug € Vi, also zg,x1 € W. Wir argumentieren jetzt
induktiv. Angenommen ug, u1, ..., us_1 sind gefunden, so dass g, x1,...,xs € W
und zs € V. Indem wir wieder V;, = Vj41 benutzen, finden wir ug, so dass
Ts+1 = Axs + Bug € V.. Dies beweist die Behauptung.

Die Rekurrenzrelation (4.8) wird im Weiteren als der Invariante-Unterraum-
Algorithmus (IVA) bezeichnet. Wir miissen noch seine Relevanz fiir Systeme in
stetiger Zeit beweisen.

Theorem 4.19 Gegeben sei ein lineares Kontrollsystem der Form & = Ax+ Bu.
Sei W ein Unterraum von R™ und Vi, t = 0,1, ..., die Unterraumfolge, die der
(IVA) erzeugt. Dann gilt

(i) Vo=W>DV D ..

(ii) es gibt k < n so dass Vi, = Vi1,

(iii) Ist Vi, = Vigy1, so folgt Vi, =V fiir alle | > k,

(i) Ist Vi = Vii1, so folgt max J (A, B;W) = V.

Beweis. Die Behauptungen (i)-(iii) wurden oben bewiesen. Fiir (iv) beachte
Vi C W. Ferner folgt aus (4.8), dass

AV = AVi1 C Vi +Im B.

Daher ist V}, eine (A, B)-invarianter Unterraum von W und deswegen enthal-
ten in max J (A, B; W). Fiir die umgekehrte Inklusion miissen wir zeigen, dass
max J (A, B;W) C V, fiir alle t. Das gilt natiirlich fiir ¢ = 0. Sei max J (A, B; W) C
Vi—1. Weil max J (A, B; W) ein (A, B)-invarianter Unterraum ist, gilt

Amax J(A,B;W) C max J(A,B;W)+ImB C V;_; + Im B,

also max J (A, B;W) CWNA (V.1 +ImB)=V;. m

Der Beweis zeigt, dass hochstens n Schritte des IVA-Algorithmus notig sind,
um den grofiten (A, B)-invarianten Unterraum in W zu berechnen.

Weitere Informationen zu diesem Algorithmus findet man zum Beispiel in
Wonham [18], Knobloch/Kwakernaak [11] und Trentelman et al. [16]. Das Kon-
zept der (A, B)-invarianten Unterrdume geht auf Basile/Morro [4] zuriick. Es
ist insbesondere von M. Wonham zu einer systematischen geometrischen Kon-
trolltheorie ausgebaut worden. Man kann zum Beispiel zusétzlich fordern, dass
das Feedback fiir die Stérungsentkopplung das System auch stabilisiert. Dies
werden wir ebenfalls analysieren.

4.5 Stabilisierbarkeit und Asymptotische Kon-
trollierbarkeit

In diesem Abschnitt geben wir eine weitere Charakterisierung der Stabilisierbar-
keit von linearen Kontrollsystemen. Sie beruht auf einer open-loop-Eigenschaft,
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die wir fiir allgemeine Kontrollsysteme formulieren. Wir betrachten ein nichtli-
neares Kontrollsystem der Form

() = f(z(t),u(t)), t € R, (4.9)
veld={u:R—R"|u(t) €U fir alle t € R}.

Dabei sei f: R™ x R™ — R" und wir betrachten etwa stiickweise stetige zulis-
sige Kontrollen u. Dabei verlangen wir, dass die Losungen ¢(t, g, u) zu allen
betrachteten Anfangswerten zo € R™ und Kontrollen w fiir alle ¢t > 0 existieren.

Definition 4.20 Fir eine Teilmenge V. C R™ betrachte xz,y € V. Der Punkt
x kann asymptotisch in V' nach y kontrolliert werden, falls w € U existiert, so
dass

tlim o(t,z,u) =y und o(t,x,u) € V fir allet > 0.
—00

Ist V =R", so sagen wir auch, dass x asymptotisch nach y kontrollierbar ist.

Sei 20 ein Gleichgewicht, also 0 = f(x°,u°) fiir ein u® € U.

(i) Das System (4.9) heisst lokal asymptotisch kontrollierbar nach x°, falls
fiir jede Umgebung V von x° eine Umgebung W von x° existiert, so dass jedes
x € W in V asymptotisch nach x° kontrolliert werden kann;

(ii) das System (4.9) heisst global asymptotisch kontrollierbar nach z°, wenn
es lokal asymptotisch nach x° kontrollierbar ist und jedes x € R™ asymptotisch
nach z° kontrolliert werden kann.

Die folgende Proposition charakterisiert Stabilisierbarkeit linearer Kontroll-
systeme durch asymptotische Null-Kontrollierbarkeit.

Proposition 4.21 Fir ein lineares Kontrollsystem & = Az + Bu sind die fol-
genden FEigenschaften dquivalent:

(i) globale asymptotische Kontrollierbarkeit nach 0;

(ii) lokale asymptotische Kontrollierbarkeit nach 0;

(iti) jede Nullstelle des unkontrollierbaren Teils x* des charakteristischen
Polynoms von A hat negativen Realteil;

(iv) es gibt ein stabilisierendes Feedback F.

Beweis. Nach den Definitionen impliziert (i) die Eigenschaften (ii) und (iii).
Ferner sind (iii) und (iv) nach dem Polverschiebungssatz fiquivalent.

Um zu zeigen, dass (iv) die Eigenschaft (ii) impliziert, betrachte F', so dass
A+ BF asymptotisch stabil ist. Fiir einen Anfangswert xy € R™ bezeichne mit
x(t, o), t > 0, die Losung des Anfangswertproblems @ = (A+BF)z, z(0) = xo.
Dann ist dies auch die Losung des Anfangswertproblems & = Az + Bu(t) mit
u(t) = Fz(t,x0). Die asymptotische Stabilitdt von & = (A + BF)z impliziert
dann die lokale asymptotische Kontrollierbarkeit nach 0.

Wir zeigen jetzt, dass (ii) die Eigenschaft (i) impliziert. Dies folgt aus der
Linearitdt des Kontrollsystems: Wir miissen nur zeigen, dass jedes z € R"
asymptotisch nach 0 kontrollierbar ist. Wegen der lokalen asymptotischen Null-
Kontrollierbarkeit gibt es § > 0, so dass alle y mit ||y|| < § asymptotisch nach
0 kontrolliert werden koénnen. Definiere y := x - §/ ||z||. Dann gibt es also eine
Kontrolle u, so dass fiir die zugehorige Trajektorie (¢, y,u) — 0 fiir t — oo gilt.
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Fiir v := ||z|| /0 impliziert die Linearitit
¢
ot x,v) = etle —|—/ A=) By(s)ds
0
¢
= |lz|| /o [eAtx +/ eA(ts)Bv(s)ds} — 0 fiir t — oo.
0

Es bleibt noch zu zeigen, dass (i) die Eigenschaft (iii) impliziert. Es gibt (falls
X nichttrivial ist) eine Koordinatentransformation 7" mit

A A B
-1 1 2 -1 1
T AT—( 0 3)undT B—( 0 )

und Y% = xa,. Sei z2 € R"™% wobei d das Format von A; ist, und betrachte
x =T(0,29)". Wegen (i) gibt es eine Kontrolle u mit z(t) = ¢(t, z,u) — 0 fiir
t — 00, also auch

T o(t,z,u) — 0 fiir t — oo.

Mit ®
z1(t -1
( 2 (t) > =T p(t,x,u)
gilt dann
2:’2 (t) = A322 (t), zZ9 (0) = Z9.

Weil 2z beliebig gewéhlt war, ist A3 asymptotisch stabil, also hat x4, = x" nur
Nullstellen mit negativem Realteil. m

4.6 Dynamische Beobachter und Stabilisatoren

Steht nicht der gesamte Zustand z fiir ein Feedback zur Verfiigung, sondern
nur ein Output y = Cz, so konnen die bisherigen Resultate zur Stabilisierung
nicht angewendet werden. Stattdessen wird die Stabilisierung in zwei Schritten
durchgefiihrt: Zunéchst verschafft man sich aus dem Output eine Schiitzung des
Zustandes x, die man dann an Stelle des wirklichen Zustandes in das stabilisie-
rende Feedback einsetzt.

Wir betrachten in diesem Abschnitt Systeme der Form

&= Ax+ Bu, y=Cx (4.10)
und beginnen mit einem kontrollierbaren und beobachtbaren Beispiel, das zeigt,
dass man nicht einfach den Output y fiir die Stabilisierung nutzen kann. Stati-
sches Output-Feedback der Form

u=Fy=FCxzx
fiihrt hier nicht zum Erfolg.

Beispiel 4.22 Betrachte

T1 =22, T2 =U, Y=1T1
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0 1

MztA:(O 0

), B = ( (1) ) und C = (1,0) haben die Erreichbarkeitsmatriz

und die Bobachtbarkeitsmatrix

Kﬂ,ATcTy_< : 2)

[RAM:(g

O =

vollen Rang, das System ist also bobachtbar und kontrollierbar. Wir zeigen, dass
kein stabilisierendes stetiges (auch kein nichtlineares) Feedback k : R — R exis-
tiert. Wir zeigen also, dass

jjl = X2
to = k(y) = k(21)

nicht lokal asymptotisch stabil in 0 wird. In der Tat: Fir ein stabilisierendes

Feedback k betrachte
1
V(zy,20) = 23 — 2/ k(s) ds.
0

Dann ist V ist konstant lings Trajektorien, weil

d

aV(xl(t),xg(t)) = 2$2$2 - Qk(xl)il = 2531@2 - 2@2:&1 =0.

Weil nach Annahme alle Trajektorien gegen 0 konvergieren und V' stetig ist,
muss V(x1,22) = V(0,0) = 0 sein. Dies ist ein Widerspruch zu

V(0,a) = a® #0 fir a #0.

In vorangehenden Abschnitt ist der Begriff der asymptotischen (Null-)Kontrollierbarkeit
von & = Az + Bu, also von Paaren (A, B), eingefiihrt worden. Der folgende Be-
griff wird sich als dual dazu erweisen.

Definition 4.23 Fin Paar (A,C) heisst asymptotisch beobachtbar oder ent-
deckbar, falls gilt: Ist ©(t) = Axz(t) und Cx(t) = 0 fir alle t > 0, so ist
limg oo () = 0.

Asymptotische Beobachtbarkeit wird es uns erlauben, den Zustand des Sys-
tems aus den Beobachtungen zu schitzen, wie es fiir Stabilisierung nétig ist.
Zunichst miissen wir diese Eigenschaft genauer analysieren.

Proposition 4.24 Die folgenden Aussagen sind dquivalent:.
(i) Das System & = Az, y = Cx ist asymptotisch beobachtbar.

(ii) N = ) ker(CA""1) C {xg € R", eMwg — 0 fiir t — oo}.
i=1

Der Beweis ist Ubungsaufgabe. Die folgende Proposition liefert die angekiindigte
Dualitétsaussage.
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Proposition 4.25 Ein Paar (A,C) ist genau dann asymptotisch beobachtbar,
wenn (AT,CT) asymptotisch kontrollierbar ist.

Beweis. Nach Koordinatentransformation erhdlt man

j}l o Al AQ T _ T
(2)=(% 2) () vmea()
mit beobachtbaren (Ag,Cs). Sei zundchst (A, C) asymptotisch beobachtbar. Aus

0= Cx(t) = (0,Cy) ( ﬁ;g ) = Chao(t) fiir t > 0, (4.11)

folgt dann ( ?8 > — 0 fiir t — oo. Wegen der Beobachtbarkeit von (A, Cs),
2

impliziert (4.11), dass
22(0) =0 fir ¢t > 0

und daher
z1(t) = etz (0) — 0 fiir t — oo;

weil hierbei x1(0) beliebig ist, muss Ay und daher auch A{ stabil sein. Die
Dualitit von Kontrollierbarkeit und Beobachtbarkeit impliziert, dass (A5 ,Cy)
kontrollierbar ist. Nun ist

T
T_ (A Ao (A 0 T (0

Daher ist AT
0 0
T ~Ty _ 1
anen=((a ar )-(er))

asymptotisch kontrollierbar. Die Umkehrung folgt genauso.

Asymptotische Beobachtbarkeit kann folgendermafien interpretiert werden.

Fir & = Az + Bu,y = Cz gelte Co(t,z9,u) = Cp(t,z1,u),t > 0, also
Ce?(zg — 1) = 0,t > 0. Asymptotische Beobachtbartkeit ist dann fquivalent
zu @(t, g, u) — p(t, x1,u) — 0 fiir t — oo.

Die folgende Definition beschreibt dynamische Beobachter oder Schitzer.
Dieses Konzept wird es uns erlauben, mit Hilfe des Outputs den Zustand zu
stabilisieren. Zun#chst verschafft man sich eine Schitzung des Zustands.

Definition 4.26 FEin System der Form
2(t) = Jz(t) + Ly(t) + Ku(t) (4.12)

im Zustandsraum R"™ mit Inputraum R* & R™ heisst dynamischer Beobachter
fiir (4.10), falls fiir alle Anfangswerte xo, zo € R™ und alle Kontrollen u gilt

Jim [|z(8) = 2()] = 0
fiir die entsprechenden Lésungen von (4.10) und (4.12).

Dies Konzept ist dynamisch, weil es iiber eine Differentialgleichung konstru-
iert ist. Es liefert eine asymptotische Aussage fiir t — oo.
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Proposition 4.27 Das System (4.10) hat genau dann einen dynamischen Be-
obachter, wenn es asymptotisch beobachtbar ist.

Beweis: Das System (4.10) sei asymptotisch beobachtbar. Wir konstruieren
einen dynamischen Beobachter der folgenden Form

2(t) = (A4 LC)z(t) + Bu(t) — Ly(t) (4.13)
Dann erfillt der Fehler e(t) = z(t) — x(t) die Differentialgleichung

et) = 2(t) — (1)
= (A+ LC)z(t) + Bu(t) — Ly(t) — Az(t) — Bu(t)
=(A+ LC)z(t) — LCz(t) — Ax(t)
= (A+ LC)e(t).

Ist also L so gewdihlt, dass A+ LC' stabil ist, so folgt e(t) — 0 (fir alle Anfangs-
werte von z und x). Nach Voraussetzung ist (A,C) asymptotisch beobachtbar.
Nach Proposition 4.25 ist daher (AT, CT) asymptotisch kontrollierbar. Es gibt
daher ein Feedback F, so dass AT + CTF, also auch A+ FTC stabil ist. Also
kann man L = F' wdhlen (und J = A+ LC).

Umgekehrt existiere ein dynamischer Beobachter. Fir den Nachweis der
asymptotischen Beobachtbarkeit betrachte x(t), t > 0, mit

z(t) = Azx(t), y(t) = Cx(t) =0 fir t > 0.
Fiir zo =0 und u =0 ist dann

2(t) = J=(t) + Ly(t) + Ku(t)
= Jz(t) + LCxz(t)
= Jz(t)

und daher z(t) =0 fir t > 0. Also folgt
a(t) = z(t) — 2(t) = —e(t) — 0 fir t — oo.

Daher gilt asymptotische Beobachtbarkeit.
Wir werden jetzt einen dynamischen Beobachter mit einem (statischen)
Feedback koppeln.

Definition 4.28 Fin dynamischer Stabilisator fir (4.10) ist ein dynamischer
Beobachter der Form (4.12) zusammen mit einem Feedback F', so dass das ge-
koppelte System

& = Az + Bu, y = Cr,
z=Jz+ Ly+ Ku, u= Fz,

asymptotisch stabil ist.

Wir verwenden also an Stelle des Zustandes z(t) die Schitzung z(¢) im Feed-
back, und hoffen, dass fiir ¢ — oo Stabilisierung eintritt, weil sich dafiir auch
z(t) und z(t) anndhern.
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Theorem 4.29 Das System (4.10) hat genau dann einen dynamischen Stabi-
lisator, wenn es asymptotisch kontrollierbar und asymptotisch beobachtbar ist.

Beweis: Das System sei asymptotisch kontrollierbar und asymptotisch beob-
achtbar. Dann kann man F wdhlen, so dass A+ BF stabil ist. Nach Proposition
4.27 und ihrem Beweis findet man einen dynamischen Beobachter der Form

A(t) = (A + LO)2(t) + Bu(t) — Ly(t),

in dem L so gewdhlt wird, dass A+ LC stabil ist. Mit uw = Fz erhdlt man also
das gekoppelte System

i = Az + BFz,
2=(A+LC)z+ BFz— LCx.

Wir miissen zeigen, dass dieses System asymptotisch stabil ist (also J = A+ LC
und K = B). In der Tat:

(2)=(2e aescine ) (%)

x
z

[ A+BF BF @

=T ( 0 A+ LC T z

_ I 0 (T 0
T(—I I)undT <I I

woraus asymptotische Stabilitdt folgt. Man rechnet nach:
I 0 A+ BF BF I 0
I 1T 0 A+ LC -1 I
_( A+ BF BF I 0
"\ A+ BF BF+A+LC -1 I
_ A BF
~\ -LC A+ LC+ BF

Umgekehrt, es existiere ein dynamischer Stabilisator. Dann folgt die asympto-
tische Kontrollierbarkeit mit w(t) = Fz(t) (und beliebigem Anfangswert z(0)).
Fiir die asymptotische Beobachtbarkeit betrachte

&(t) = Az(t), mit Cz(t) =0 fiir t > 0.

Definiere z(t) = 0 fiir t > 0. Dann ist (x(t),2(t)) eine Lisung des gekoppelten
Systems und daher folgt (x(t),z(t)) — 0 fiir t — oo; insbesondere also x(t) — 0
fiir t — oo, wie gewiinscht.

4.7 Kontrollierbarkeitsunterraume

In diesem Abschnitt werden wir die beiden Konzepte der Stabilisierung und
Storungsentkopplung zusammen betrachten: Unser Ziel ist es, nicht nur einen
Unterraum durch ein Feedback invariant zu machen, sondern gleichzeitig die
Eigenwerte der Feedback-Matrix vorzugeben. Dazu benétigen wir zunéichst das
Konzept der Kontrollierbarkeitsunterrdume.
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Definition 4.30 Ein Unterraum R C R"™ heifit Kontrollierbarkeitsunterraum
(fir (A, B)), wenn fir jedes o € R ein T > 0 und eine Input-Funktion u
existieren, so dass ¢(t,xo,u) € R fir alle t € [0,T] und o(T,x0,u) = 0.

Es ist unmittelbar klar, dass ein Kontrollierbarkeitsunterraum (A, B)-invariant
ist, weil man fiir £ > T die Kontrolle u(t) = 0 wihlen kann (dazu miissen wir
bei der open-loop Charakterisierung von kontrollierter Invarianz auch stiickwei-
se (linksseitig) stetige Inputs zulassen; die Charakterisierung in Lemma 4.16 gilt
auch dafiir).

Lemma 4.31 (i) Die Summe von Kontrollierbarkeitsunterraumen ist ein Kon-
trollierbarkeitsunterraum.

(ii) Ist R ein Kontrollierbarkeitsunterraum fiir (A, B), so auch fir (A +
BF, BL) mit Feedback F und einem Isomorphismus L im Inputraum R™.

Beweis. (i) Durch Nachrechnen.
(i) Sei zp € R und ¢(t,zo,u) € R fiir alle t € [0,T] und (T, xg,u) = 0.
Dann folgt mit w(t) := —Fo(t, v, u) + L~ u(t) und z(0) = g

&= (A+ BF)x + BLw(t)
= Az + BFz — BFp(t, zo,u) + Bu(t).

Offenbar ist ¢(t, zo, u) die (eindeutige) Losung hiervon. m
Im Weiteren wird die folgende Notation niitzlich sein: Fiir ein Feedback F
sei Ap := A+ BF und, fiir einen (A, B)-invarianten Unterraum V ist die Menge
der Freunde von V'
F(V):={F|(A+BF)V CV}.

Wir kénnen Kontrollierbarkeitsunterrdume folgendermaflen charakterisieren.

Theorem 4.32 FEin Unterraum R von R"™ st genau dann ein Kontrollierbar-
keitsunterraum, wenn es lineare Abbildungen F und L gibt, so dass

R=(A+ BF|ImBL). (4.14)
Beweis. Es gelte (4.14). Dann ist ApR C R und Im BL C R. Dann definiert
T = Apx + BLw

ein System in R, das wegen (4.14) kontrollierbar ist. Daher ist jeder Punkt in
Zeit T' > 0 nach 0 steuerbar, wobei die Losung in R bleibt.

Sei R ein Kontrollierbarkeitsunterraum und F' € F(R), dann gilt also (A +
BF)R C R und es sei L eine lineare Abbildung, so dass ImL = B™'R:= {u €
R™| Lu € R}. Wir behaupten, dass dann (4.14) gilt.

Sei zp € R. Dann gibt es ein 7' > 0 und einen Input u, so dass z(t) =
o(t, o, u) € R fiir alle t € [0,T] und ¢(T, xp,u) = 0. Schreibe die Steuerung u
als u = F'z + v, also

#(t) = Ax(t) + BFxz(t) + Bu(t) = Apxz(t) + Bo(t).

Wegen z(t) € R folgt Apz(t) € R und #(t) € R fiir ¢ > 0, also Bu(t) =
#(t) — Apxz(t) € R fiir t > 0. Wegen Im L = B~1R gibt es w(t) mit

i(t) = Apz(t) + BLw(t).
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Man beachte, dass man wegen der Linearitit von B die Steuerung w auf [0, 7]
(stiickweise) stetig wihlen kann. Daher ist ¢(t, zg,u) auch eine Losung zu

z = (A+ BF)z + BLw(t).

Diese Gleichung kénnen wir auch im Zustandsraum R betrachten. Dabei kann xg
in R nach 0 gesteuert werden kann. Das System ist also vollsténdig kontrollierbar
in R und daher R = (Ap|Im BL). m

Aus diesem Beweis folgt, dass fiir einen Kontrollierbarkeitsunterraum R die
Abbildungen F € F(R) und L mit ImL = B~!R beliebig gewihlt werden
konnen. Weil hieraus insbesondere

ImBL=ImBNR
folgt (Ubung!), erhalten wir das folgende Korollar.

Korollar 4.33 Sei R ein Kontrollierbarkeitsunterraum. Dann ist fiir jedes F' €
E(R)
R=(A+BF|ImBNR).

Ist W ein Unterraum von R", so sind wir am grofiten Kontrollierbarkeitsun-
terraum interessiert, der in W enthalten ist.

Definition 4.34 Sei W ein Unterraum von R™. Definiere

R (W) = {xo er?| gibt u und T >0 mit p(t, zo,u) € W }

firt €10, T] und (T, xo,u) =0
Natiulich ist R*(W) C W

Theorem 4.35 Sei W ein Unterraum von R™. Dann ist R*(W') der grifite
Kontrollierbarkeitsunterraum in W, d.h.

(i) R*(W) ist Kontrollierbarkeitsunterraum;

(ii) R*(W) C W;

(i) ist R C W ein Kontrollierbarkeitsunterraum, so folgt R C R*(W).

Beweis. (ii) ist klar. Wir zeigen zunéchst, dass R*(W) ein Unterraum ist. Seien
Zo,x1 € R*(W) und «, 8 € R. Dann gibt es fiir i = 0,1 Zeiten 7; > 0 und Inputs
u; mit

o(t, zi,u;) € W tiir ¢t € [0,T;] und (T3, zi,u;) = 0.

0O.B.d.A. sei Ty < Ti. Definiere einen neuen Input g durch

. B UQ(t) fir te [O,To}
UO(t)_{ 0 fir > Tp.

Dann ist o(T1, xo, %) = 0 und (¢, zo, Gg) € W fiir t € [0,T}]. Definiere jetzt
u(t) = atg(t) + Bu(t),t > 0.
Es folgt

o(t, axg + Bx1,u) € W ftir t € [0,T1] und (T}, axg + Bxy,u) = 0,
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also ist R*(W) ein Unterraum. Jetzt zeigen wir, dass R*(WW) ein Kontrollier-
barkeitsunterraum ist. Sei g € R*(W). Dann gibt es also T > 0 und u mit
o(t,z,u) € W fir t € [0,T] und o(T,z,u) = 0. Wir miissen zeigen, dass
o(t,z,u) € R*(W) fir t € [0,T]. Sei dazu t; € [0,T] und z1 := (t1,x,u).
Dann ist fiir t € [0,T — t1], also ¢t + t1 € [t1,T],

Qp(tvxlvu(tl + ) = @(tvw(tlax07u)7u(t1 + )) = Lp(t + tlvaVU) ew.

SchlieBlich ist offenbar jeder Kontrollierbarkeitsunterraum, der in W enthalten
ist, auch Teilmenge von R*(W). m

In Analogie zum gréfiten Kontrollierbarkeitsunterraum R*(W), der in W
enthalten ist, wird der grofite (A, B)-invariante Unterraum, der in W enthalten
ist, auch mit V* = V*(W) = max J (A4, B; W) bezeichnet. Weil R*(W') auch
(A, B)-invariant ist, folgt

R*(W)cCcV*(W)CW.

Es gilt daher sogar
RY(VH(W)) = RY(W).

Wenn im Weiteren klar ist, welcher Unterraum W betrachtet wird, schreiben
wir kurz V* = V*(W) und R* = R*(W).

Lemma 4.36 Sei W ein Unterraum von R™. Dann ist
ImBNV*(W) C R*(W).

Beweis. Sei L linear mit ImnL = B~'V*, also In BL = Im B N V*. Wihle
F € F(V*). Dann

ImBNV* C (Ap|ImBL) CV* C W.

Weil (Ap | Im BL) nach Satz 4.32 ein Kontrollierbarkeitsunterraum ist, ist er in
R* enthalten. m
Dies Lemma wird fiir das folgende stéiirkere Resultat verwendet.

Theorem 4.37 Sei W ein Unterraum von R"™. Dann ist F(V*) C F(R*) und
fir F e F(V*) gilt

R*=(A+BF|ImBNV*). (4.15)
Beweis. Sei F' € F(V*). Dann gilt ApR* C ApV* C V*. Weil R* (A, B)-
invariant ist, ist R* auch (A 4+ BF, B)-invariant, also ApR* C R* 4+ Im B.
Zusammen mit Lemma 4.36 folgt

ArR* C (ImB+ R )NV*=(ImBNV*)+ R* C R",

also ist F' € F(R*). Nach Korollar 4.33 ist daher

R*=(A+BF|ImBNR").

Ferner folgt nach Lemma 4.36 und wegen R* C V*, dass

ImBNV*=ImBNR".
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Daher gilt (4.15). =
Durch Wahl von F' € F(V*(W)) und einer linearen Abbildung L mit Im L =
B~1V*, erhalten wir ein neues System

@(t) = (A+ BF)x(t) + BLw(t)

mit Zustandsraum V*. Dies System ist aus dem Originalsystem entstanden,
indem wir die Losungen (Trajektorien) auf V* restringiert haben und die Inputs
auf diejenigen mit Werten in B~*V*. Wegen Im BL = Im B N V* driickt (4.15)
aus, dass R* der Erreichbarkeitsunterraum dieses Systems ist.

Bemerkung 4.38 Ist V(= W) selber (A, B)-invariant, so ist V.= V*. Sei
R* = R*(V) der zugehirige grifite Kontrollierbarkeitsunterraum in V. Dann
besagt Theorem 4.37, dass fir F € F(V) und eine lineare Abbildung L mit
ImL=B"'V

R*=(A+ BF|ImBL). (4.16)

Bemerkung 4.39 Aus Theorem 4.37 folgt, dass R*(R™), also der grifite Kon-
trollierbarkeitsunterraum, gleich dem FErreichbarkeitsunterraum (A|Im B) ist.
In der Tat, R™ ist natirlich (A, B)-invariant, also R™ = V*(R™) und jedes
lineare F' ist ein Freund von R™. Es folgt auch, dass jeder Kontrollierbarkeits-
unterraum in (A| Im B) enthalten ist.

4.8 Polverschiebung unter Invarianz

Wir haben oben diskutiert, welche Teil des Spektrums von A man durch Feed-
back verschieben kann. Aulerdem haben wir kontrolliert invariante (d.h. (A, B)-
invariante) Unterrdume in einem gegebenen Unterraum charakterisiert, um den
Output von Stérungen zu entkoppeln. Jetzt kombinieren wir diese beiden Re-
gelungsaufgaben und fragen:

Wieviel Freiheit bleibt fiir das Vorschreiben des Spektrums, wenn ein gege-
bener kontrolliert invarianter Unterraum invariant gemacht werden soll? Oder,
konkreter gefragt: Gegeben ein kontrolliert invarianter Unterraum V', welche
Freiheit haben wir, um das Spektrum von Arp = A + BF vorzuschreiben, wenn
wir uns auf Freunde F' € F(V) beschréinken? Das folgende Theorem gibt eine
vollsténdige Antwort darauf.

Theorem 4.40 Betrachte © = Ax + Bu. Es sei V' ein kontrolliert invarian-
ter Unterraum und R := R*(V) der grofite Kontrollierbarkeitsunterraum in V.
Ferner sei S :=V + (A| Im B). Dann gilt:

(i) (V) € F(R)NE(S).

(ii) Gegeben seien zwei normierte Polynome p; und ps mit degp; = dim R
und degpe = dim S/V. Dann ezistiert F € F(V'), so dass die charakteristischen
Polynome von App und Ap|s/v gleich p1 bzw. pa sind.

(iii) Die Abbildung Ap|v g ist unabhingig von F € F(V). Die Abbildung
Aprn s ist gleich Agn /g fiir alle F'€ F(V).

Bemerkung 4.41 Bedingung (i) sagt, dass ein Feedback F, das V invariant
macht, auch R und S invariant macht. Die Unterraume R,V , und S bilden
eine aufsteigende Kette,

0OCRcVcScR"
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Zwischen 0 und R kann das Spektrum beliebig vorgegeben werden, ebenso zwi-
schen V und S. Es ist fix zwischen R und V' sowie zwischen S und R™.

Die obige Bemerkung kénnen wir noch folgendermaflen reformulieren. Gege-
ben seien Polynome p; und ps wie in Theorem 4.40. Dann finden wir eine lineare
Abbildung F' € F(V), so dass das charakteristische Polynom von A + BF die
Form

pr-q-p2-7
hat, wobei ¢ und r unabhingig von F' sind. Hier ist ¢ das charakteristische

Polynom von Ag|y/r und r das charakteristische Polynom von Ajgs /g .
Fiir ein gestortes Kontrollsystem mit Output

&(t) = Az(t) + Bu(t) + Ew(t), y(t) = Cx(t),

erhalten wir zusammen mit den Resultaten aus Abschnitt 4.3 das folgende Re-
sultat iiber Polverschiebung: Definiere

W :=kerC,V :=V*(kerC),R:= R*(ker C),S =V + (A| Im B) .

Dann sind ¢ das charakteristische Polynom von Ag|y/r und r das charakteristi-
sche Polynom von Ajgn,g. Ist Im E' C V := V*(ker C), so existiert fiir beliebige
normierte Polynome p; und pp mit degp; = dim R und degpy; = dim S/V ein
Feedback F, so dass Ap = A+ BF' das charakteristische Polynom

XA+BF =DP1°q P27

hat und das System stérungsentkoppelt wird, d.h. fot eAF(t—S)Ew(s)ds = 0 fiir
alle ¢ > 0 und alle w(-).

Fiir den Beweis von Theorem 4.40 wird das folgende Lemma benotigt.

Lemma 4.42 Sei V' ein kontrolliert invarianter Unterraum and Fy € F(V).
Ferner sei F : R™ — R™ linear. Es ist F' € F(V) genau dann, wenn (Fo—F)V C
B~V

Beweis. =>: Sei 29 € V. Dann ist (A + BFy)zg € V und (A+ BF)xg € V.
Daher folgt B(Fy — F)zg € V.

<=: Sei 9 € V. Dann ist B(Fy — F)xo € V. Ferner ist (A + BFy)zg € V.
Es folgt, dass auch (A+ BF)xg = (A4 BFy)ao— B(Fp — Flap €V. m

Wir beweisen jetzt Theorem 4.40.

Beweis. (i) Theorem 4.37 zeigt, dass F(V) C F(R). Fiir jedes F' ist der Unter-
raum S A + BF-invariant (Ubungsaufgabe).

(ii) Seien pi,p2 Polynome, wie im Theorem angegeben. Wir wihlen F, €
F(V)und L:RF — R™ mit Im L = B~'V, wobei k := dim B~'V. Nach (4.16)
ist

R=(A+ BF,|ImBL).
Definiere Ag := (A + BFp)g und By := BL. Dann ist das System (Ao, Bo)
kontrollierbar und daher gibt es nach Theorem 4.9 ein F; : R — R*, so dass

Ag + BoF' das charakteristische Polynom p; hat. Setze F; zu einer linearen
Abbildung F; : R” — R* fort und definiere Fy := Fy+ LF,. Weil F, — Fy = LF}
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und Im L = B~V ist, folgt aus Lemma 4.42, dass V invariant unter A + BF,
ist. Daher ist S ein (A + BF%)-invarianter Unterraum.

Sei jetzt m: S — S/V die kanonische Projektion. Definiere die induzierten
Abbildungen

Ay = (A+ BF) g/, und By : R™ — S/V, By := 7o B.

IS/

Behauptung: Das System (Az, By) ist kontrollierbar, d.h. S/V = (A2 | Im Bs).
Sei T = 7(x) € S/V mit € S. Dann kann man z schreiben als

x=x1+ 22,21 € (A| ImB) und z5 € V.

Weil V' = kerw, gilt dann T = 7(z1). Es gibt uq, ..., un—1 € R™, so dass
T = Z(A + BF,)'Bu,.
i
Daher )
T = 7T(331) = ZTF(A + BFg)lBui = ZAZQBQU,“

dabei haben wir benutzt, dass
(A + BFy) = Ao und By = 7B.

Dies beweist die Behauptung.
Nach Theorem 4.9 existiert F3 : S/V — R™, so dass das charakteristische
Polynom von A, + Bs F3 gleich ps ist. Definiere

F3:8 — R™ durch F3 := F; o7 und setze Fj fort auf R”,
und definiere F' := F5 + F5. Dann ist F' € F(V)
(A+BF)V =(A+BF;)CV
(weil F3 auf V verschwindet und V invariant ist unter A + BF5). Ferner ist
(A+ BF)s)v = Az + By F,
weil
(Ag + BoF3)m = Agm + BF3 = n(A+ BFy) + n1BF3; = n(A + BF).

Daher ist das charakteristische Polynom von (A + BF)s,y gleich ps. Es bleibt
zu zeigen, dass das charakteristische Polynom von (A + BF)|r gleich p; ist.
Dies folgt, weil

(A+ BF)gr = Ao + Bolh.

(iii) Seien F, Fy € F(V). Nach Lemma 4.42 gilt (Fy — F»)V C B~'V. Daher
ist B(Fy — F3)V C VNIm B. Sei m; : V — V/R die kanonische Projektion. Weil
R = kerm, folgt

WlB(Fl - FQ)V =0.

Bezeichne
Al = (A+ BFl)\V/R und A2 = (A+BF2)|V/R
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Sei & = mx € V/R. Dann

(A1 — AQ)i‘ = (Alﬂ'l — Agﬂ'l)x = [7T1(A—|—BF1) — 7T1(A+BF2)].’E
= WlB(Fl - FQ)LC =0.

Daher ist A; = As und deshalb ist die Abbildung (A + BF)y,/r unabhingig
von F fir F € F(V).

SchlieBlich sei o : R™ — R™/S die kanonische Projektion. Wegen Im B C S
und S = ker o, gilt mo B = 0. Seien F}, Fy lineare Abbildungen von R™ — R™.
Beachte, dass S fir ¢ = 1,2 ein (A + BF;)-invarianter Unterraum ist, und

definiere
A,L' = (A + BFi)HR"/S .

Sei & = mex € R™/S. Dann

(Al — Az)f = (A17T2 — AQ’]TQ){,E = [7T2(A + BFl) — 7T2(A + BFQ)] T
= 'R—QB(Fl - FQ)Z’ = 0.

Daher ist A; = Ay und deshalb ist die Abbildung (A + BF)g»/s unabhingig
von F fir FeEF(V). m
Wir notieren schliefSlich die folgende Charakterisierung von Kontrollierbar-
keitsunterrdumen. Dabei verwenden wir, dass jeder Unterraum V von R" zu
einem komplexen Unterraum Vg von C™ erweitert werden kann, in dem man
setzt:
Ve={z+iylz,ye V}.

Eine reelle Matrix definierte dann auch eine lineare Abbildung auf der kom-
plexen Erweiterung. Wir werden auch fiir die komplexe Erweiterung einfach V'
schreiben, wenn aus dem Zusammenhang klar ist, was gemeint ist.

Theorem 4.43 Fiir einen Unterraum V von R" sind dquivalent:

(i) V ist Kontrollierbarkeitsunterraum;

(i) fir alle X € C ist (\] — A)V +Im B =V +Im B (fir die komplexen
Erweiterungen);

(1i) fiir jedes Monom p mit degp = dimV gibt es F € F(V) so dass das
charakteristische Polynom von Ap)y gleich p ist.

Beweis. (i)==(iii) folgt durch Anwendung von Theorem 4.40 auf den Kontrol-
lierbarkeitsunterraum V.

(iil)=(ii): Wegen F (V') # () ist V kontrolliert invariant, also AV C V+Im B
und daher (A — A)V +Im B C V 4+ Im B. Fiir die umgekehrte Inklusion reicht
es zu zeigen, dass V' C (Al — A)V 4+ Im B. Wihle A € C und ein Monom p mit
degp = dimV und p(A\) # 0. Dann gibt es F' € F(V) so dass das charakte-
ristische Polynom von Agyy = p ist und (Al — A — BF)V C V. Folglich ist
A kein Eigenwert von (A + BF)y, daher ist (A — A — BF)|y, regulir, also
(M — A~ BF)V = V. SchlieBlich folgt V (A — A)V + Im B.

(il)=>(i). Gilt (ii), so auch AV C V +1Im B, also ist V kontrolliert invariant.
Fiir jede lineare Abbildung F' und jedes X € C gilt

(M~ A—BF)V +ImB =V +ImB.
Nehmen wir hier F' € F(V) und schneiden mit V', so erhalten wir

(M —A—BF)V +(ImBNV) =V.
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Sei L eine lineare Abbildung mit Im L = B~'V, etwa L : R*¥ — R™. Dann ist
Im BNV =1Im BL und wir erhalten fiir alle A € C

(M — A— BF)V + BLR* = V.

Nach dem Hautus-Kriterium folgt, dass das System (A+ BF, BL) mit Zustands-
raum V und Inputraum R¥ kontrollierbar ist. Daher ist

V = (A+ BF[Im BL).

Dann folgt die Behauptung aus der Charakterisierung von Kontrollierbarkeits-
unterrdumen in Theorem 4.32. m

4.9 Stabilisierbarkeitsunterrdume

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir Kontrollierbarkeitsunterrdume cha-
rakterisiert, die eine Verallgemeinerung des Erreichbarkeitsunterraums darstel-
len. Fiir Stabilisierbarkeit braucht man nicht, dass der Erreichbarkeitsunterraum
gleich dem gesamten Zustandsraum ist, weil stabile Teile des Systems nicht mehr
durch Feedback stabilisiert werden miissen. Analog fithren wir jetzt Stabilisier-
barkeitsunterrdume ein, die es erlauben werden, den gréfiten Teillraum eines
gegebenen Unterraums zu charakterisieren, der stabilisiert werden kann.

Definition 4.44 FEin Unterraum V C R"™ ist ein Stabilisierbarkeitsunterraum,
falls fiir jedes xg € V ein Input u(-) existiert, so dass ¢(t,xo,u) € V fir alle
t >0 und p(t, zo,u) — 0 firt — oo.

Offenbar ist jeder Stabilisierbarkeitsunterraum kontrolliert invariant, und
jeder Kontrollierbarkeitsunterraum ist ein Stabilisierbarkeitsunterraum.

Theorem 4.45 Sei V' ein Unterraum von R™. Dann sind dquivalent:

(i) V ist ein Stabilisierbarkeitsunterraum;

(i) fir alle A € C mit ReXA > 0 ist (Al — A)V +Im B =V +Im B (fir die
komplexen Erweiterungen);

(iii) es gibt F € F(V) so dass das Spektrum von Appy in C_ := {\ €
C|Re A < 0} liegt.

Beweis. (iii)=>(i): Sei F' € F(V)) mit Spektrum von (Ar), in C_. Sei Ay :=

(Ap)y und wende das Feedback u = Fz an. Die resultierende Trajektorie ist

z(t) = efotzg. Fiir 19 € V ist dann x(t) € V,t > 0, und () — 0 fiir t — oo.
(i)=(ii): Fiir jedes F ist (ii) dquivalent zu

(M — Ap)V +Im B =V +Im B fiir Re\ > 0.
Sei F' € F(V). Dann ist dies dquivalent zu
(M —-Ap)V+(ImBNV)=V fir ReA >0. (4.17)

Dies folgt, in dem man den Schnitt mit V' nimmt, die Umkehrung folgt sofort.
Jetzt nehmen wir an, dass (ii) nicht gilt, also muss es A\ € C geben mitRe Ao >
0, fiir das diese Gleichung nicht gilt. Weil F' € F (V) gilt

(Mol — Ap)V +(ImBNV) C V.
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Daher muss diese Inklusion strikt sein, d.h., es existiert 0 # n € C™ mit nL (Aol —
Arp)V + (ImBNV), aber nicht nLV. Sei g € V mit n*zy # 0. Weil V ein
Stabilisierbarkeitsunterraum ist, gibt es einen Input u so dass fiir die Lésung
o(t, o, u) von

z(t) = Apz(t) + Bu(t), z(0) = x¢

gilt p(t,zg,u) € V fiir alle t > 0 und (¢, zg,u) — 0 fiir ¢ — co. Dann ist fiir
alle ¢ > 0 auch #(t) € V und damit auch Apz(t) € V fiir ¢ > 0. Daher ist
Bu(t) e ImBNV fiir t > 0 und daher n* Bu(t) = 0.

Ferner gilt, weil n L (Al — Ap)V, gilt

(Aol — Ap)z(t) =0, also n*Apxz(t) = Aon™x(t).
Definiere jetzt z(t) := n*x(¢). Dann gilt (in C)
2(0) =n"wo # 0 und £(t) = n"&(t) = n"Apx(t) — 0" Bu(t) = Aon"z(t) = Aoz(?).
Es folgt, dass
n*z(t) = 2(t) = e iy,

Wegen Re A\g > 0 geht z(¢) nicht gegen 0 fiir ¢ — oo, im Widerspruch zu z(t) =
n*x(t) — 0 fir t — oo.

(ii)==(iii) Wegen (ii) gilt AV C V +1Im B, also ist V kontrolliert invariant.
Wiéhle Fyy € F(V). Dann ist (ii) dquivalent zu (4.17) mit Fy anstelle von F. Fiir
L :R¥ — R™ linear mit Im BNV = Im BL liefert (4.17)

(M — Ap,))V+ImBL =V fiir ReA > 0.
Das Hautus-Kriterium impliziert, dass das System
(Ap,, BL) auf V

stabilisierbar ist. Daher gibt es F; : V — R* so dass die Eigenwerte von
(Ap, + BLF1)|V in C_ sind. Setze F; auf R" fort und definiere F' := Fy+ LF;.
Dann ist das Spektrum von (Ap);, in C_ und wegen Im(F — Fy) C B~V auch
F € F(V) nach Lemma 4.42. m

Korollar 4.46 Sei V' ein kontrolliert invarianter Unterraum und R sei der
grofste Kontrollierbarkeitsunterraum in V. Der Unterraum V ist ein Stabilisier-
barkeitsunterraum genau dann, wenn fir jedes F € F(V) das Spektrum von
(A+ BF)y/r in C_ enthalten ist.

Beweis. In Theorem 4.40 haben wir gezeigt, dass die induzierte Abbildung
(A F)IV /R unabhéingig von F' € F(V) ist. Ist V ein Stabilisierbarkeitsunterraum,

so existiert F' € F(V), so dass das Spektrum o ((AF)\V) von (Ap)y, in C
liegt. Weil fiir die Spektren gilt

o ((Ap)lv) =0 ((AF)|R) Uo ((AF)W/R) )

folgt, dass der feste Teil des Spektrums von Ap, also o ((AF)\V/R) in C_ liegt.
Umgekehrt, ist V' ein kontrolliert invarianter Unterraum, so dass fiir den
festen Teil des Spektrums o ((AF)\V/R) C C_ gilt, so gibt es F} € F(V) mit

o ((A F1)|V) C C_, also ist V Stabilisierbarkeitsunterraum. m
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4.10 Storungsentkopplung mit Stabilitit

In diesem Abschnitt losen wir das Problem der Storungsentkopplung durch Zu-
standsfeedback mit Stabilitét (DDPS, Disturbance Decoupling with Sta-
bility). Es hat die folgende Form:

Betrachte das gestorte Kontrollsystem mit Output
#(t) = Az(t) + Bu(t) + Ew(t), y(t) = Cz(t).

Finde ein lineares Feedback F': R® — R™ mit
(i) CeA+BItE =0t > 0,
(ii) c(A+ BF) Cc C_.

Die Storungen w(-) sollen also keinen Einfluss auf den Output y(-) haben
und das System soll stabil sein.
Gegeben ein Feedback, betrachte das closed-loop system

#(t) = (A + BF)z(t) + Ew(t), y(t) = Ca(t).

Nach den Resultaten aus Abschnitt 4.3 folgt, dass dieses System genau dann
Storungs-entkoppelt und stabil ist, wenn es einen Ap-invarianten Unterraum
V zwischen Im F und ker C' gibt und Apg stabil ist. Ist ein Unterraum V Ap-
invariant und ist Ap stabil, so ist V natiirlich ein Stabilisierbarkeitsunterraum.
Das folgende Resultat zeigt, dass auch die Umkehrung richtig ist.

Theorem 4.47 Sei V ein Unterraum von R™. Es gibt ein Feedback F € F(V),
so dass o(A+ BF) C C_ genau dann, wenn V ein Stabilisierbarkeitsunterraum
ist und (A, B) stabilisierbar ist.

Beweis. =>: Dies gilt mit den obigen Argumenten.

<—:8ei S :=V+ (AImB) und R := R*(V). Aus Theorem 4.40 folgt,
dass ein F' € F(V) existiert, so dass o((Ar)z) C C- und o((Ap) g, ) C C-.
WEeil V ein Stabilisierbarkeitsunterraum ist, erhalten wir aus Korollar 4.46, dass
0((AF)|V/R) C C_. Weil (A, B) stabilisierbar ist, ist o(Agn/(amp)) € C—.
Ferner ist

o(Ajn/s) C o(Agn/cammpy) © C—.
Jetzt folgt die Behauptung, weil

o(A+ BF) = U((AF)\R) U U((AF)\V/R) U U((AF)\S/V) Uo(Agnys) CC-.

]
Wir erhalten das folgende Resultat fiir das Stérungsentkopplungsproblem
mit Stabilitéit.

Theorem 4.48 Das Storungsentkopplungsproblem mit Stabilitit (DDPS) ist
genau dann lésbar, d.h. es gibt eine lineare Abbildung F : R™ — R™, so dass
T := CeATBIE = 0.t >0, und o(A + BF) C C_ genau dann, wenn (i) es
einen Stabilisierbarkeitsunterraum V mit InE C V' C ker C gibt und (i) das
Paar (A, B) stabilisierbar ist.
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Beweis. =: Ist T = 0, so ist das System storungsentkoppelt. Daher gibt es
einen Ap-invarianten Unterraum V mit InE C V C ker C. Weil 6(A + BF') C
C_, ist V ein Stabilisierbarkeitsunterraum und (A, B) ist stabilisierbar.

<: Nach Theorem 4.47 gibt es ein F', so dass V' Ap-invariant ist und o (A +
BF) Cc C_. Weill ImFE C V C kerC, ist das System storungsentkoppelt und
daher Tr =0. m

Bemerkung 4.49 In Analogie zu unseren Resultaten iber Kontrollierbarkeits-
unterrdume gilt Folgendes: Fir jeden Unterraum K gibt es einen grifsten Sta-
bilisierbarkeitsunterraum in 'V gegeben durch

VXK):={x € K| es gibt u mit o(t,x9,u) € K und o(t, o, u) 2 0}.

Betrachte den grifiten Kontrollierbarkeitsunterraum R*(K) und den gréfiten
kontrolliert invarianten Unterraum V*(K) und einen Freund F' € F(V*(K)).
Dann gilt

V(K)=X_(A+ BF)NV*(K)+ R*(K).

Fiir Beweise siehe Trentelmann, Stoorvogel, Hautus [16, Section 4.6].

Diese geometrische lineare Kontrolltheorie kann noch in viele Richtungen
weiterentwickelt werde, indem man zum Beispiel zwischen Outputs unterschei-
det, die messbar (oder beobachtbar) sind, und Outputs, die geregelt werden
sollen, zum Beispiel stabil bleiben sollen. Dabei spielen, dhnlich wie bei Kon-
trollierbarkeit /Beobachtbarkeit, Dualitétsbeziehungen eine wichtige Rolle. Dar-
stellungen dieser Theorie findet man in den Monographien Wonham [18], Basile
und Marro [3], und Trentelmann, Stoorvogel, Hautus [16].
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Kapitel 5

Optimale Steuerung: Das
Linear-Quadratische

Problem

In dem vorangegangenen Kapitel haben wir uns wenig um die Frage gekiim-
mert, wie man stabilisierende Feedbacks berechnen kann. Jetzt werden wir eine
Moglichkeit dazu kennenlernen, die auf Optimierung, genauer: Methoden der
optimalen Steuerung, beruht.

5.1 Das Linear-Quadratische Problem und Sta-
bilisierung

Wir betrachten ein lineares Kontrollsystem der Form
&(t) = Ax(t) + Bu(t)

mit A € R"™"™ B € R"*™, Gesucht ist ein Feedback F € R™*", so dass fiir das
closed-loop-System
z(t) = (A+ BF)x(t)

alle Trajektorien (¢, xg,u) fir ¢ — oo gegen 0 gehen. Dies gilt, falls A + BF'
nur Eigenwerte mit negativem Realteil hat, weil dann Konstanten @ > 0,C =
C, > 0 existieren, so dass fiir alle Trajektorien gilt

|z(t, z0)|| < Che %t t>0.

Dabei ist @ > maxRe \;, wobei das Maximum iiber alle Eigenwerte A1, ..., A,
von A + BF genommen wird. Uber die Konstante C' > 0 sagen die Eigenwerte
im Allgemeinen allerdings nichts aus. Betrachten wir das folgende asymptotisch
stabile Beispiel mit doppeltem Eigenwert —1:

&1 = —x1 + Y32, 21(0) = i,

.’kz = —T2, CL’Q(O) = 1’8

73
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Die Losung ist

zi(t) | _ | 1 oAt af | _ o[ af +ytald
x2(t) —° 0 1 ) - ° 3 ’

weil
d _ _ .
& et (af — ytad) = e~ (2 — 1) + e~y =~ (1) + 1a2(1)
d
ﬁe*txg = —e "2l = —xzy(2).

Fiir @ > 1 gehen die Losungen gegen 0. Fiir 29 # 0 wiichst x1(¢) zunichst in
Abhéngigkeit von 7.

Dies zeigt bereits, dass negative Realteile der Eigenwerte das gewiinschte
Verhalten von Lésungen noch nicht vollstiéindig garantieren. Es sind offenbar
noch mehr Informationen zu beriicksichtigen.

Zunéchst verallgemeinern wir die Problemstellung und betrachten Kontroll-
systeme der folgenden Form:

&(t) = Ax(t) + Bu(t),
z(t) = Cz(t) + Du(t).

Hierbei ist z € R* der zu kontrollierende Output, 2 € R”,u € R™, und
A, B,C, D sind Matrizen passender Dimension.

Wir betrachten hier Stérungen, die zu einem Anfangszustand z(0) = z¢ # 0
fiihren, also durch einen ,,Impuls”beschrieben werden kénnen. Unser Ziel ist es,
alle Komponenten des Outputs z(t) so klein wie moglich zu machen. In der
idealen Situation bleibt das unkontrollierte System (u = 0) in der stationdren
Losung = 0 und dann bleibt auch der Output z = 0. Ist 2(0) = z¢ so erhilt
man fiir das unkontrollierte System z(t) = Cetzy. Fiir das kontrollierte System
ergibt sich natiirlich z(t) = Cx(t) + Du(t). Um z(¢) fir alle t > 0 (also auch fiir
kleine t) moglichst nahe an 0 zu halten, minimieren wir tiber u

Tatawi)i= [ [ICal? + |Duol] v

Allgemein erhalten wir das folgende Linear-quadratische Problem (LQP)g°:
Minimiere tiber u

oo (203 1) = / [o()TQa(t) + u(t) T Nu(t)] dt
0
mit z(-) gegeben durch
z(t) = Az(t) + Bu(t), t >0, 2(0) = xo;
hierbei die Matrizen sind Q € R™*™ und N € R™*™ positiv-semidefinit bzw.

positiv-definit, also @ >0, N >0
Wihlt man speziell N = I, so kann man den Ausdruck

OO’LL T’LL = - u 2
/0 ()T u(t)dt / ()



5.1. DAS LINEAR-QUADRATISCHE PROBLEM UND STABILISIERUNGT75

als minimale Energie der Steuerungen interpretieren; fiir ) > 0 sorgt der Sum-
mand

/OOO z(t) " Qx(t)dt

dafiir, dass z(t) gegen 0 geht fiir ¢ — oo, weil der Integrand positiv ist fiir
z(t) # 0. Will man nur, dass Cx(t) — 0, so definiert man Q := C'C, und
erhélt

ICa(6)|* = x(t)"CT Ca(t) = w(t) T Qu(t).
Wichtig fiir die Niitzlichkeit dieses Ansatzes iiber optimale Steuerung ist es, die
optimale Steuerung in Feedbackform, also u = F'z, dazustellen.

Wir bemerken noch, dass man aus jeder positiv-definiten Matrix N die
(positiv-definite) Wurzel ziehen kann,

N = NY2NY2 it N > 0.

Dies kann man zum Beispiel sehen, wenn man N diagonalisiert, also N =
TDT~! mit einer Diagonalmatrix D = diag[dy, ..., d,]. Weil dann alle d; > 0

sind, folgt mit NV/2 := Tdiag[d\/?, ..., d)/*|T!, dass
NY2NV2 = Tdiagldi/?, ..., d)/2)T " Tdiag[d\/?, ...,dY?) T~ = TDT'.

Daher ist 9
w(®)TNu(t) = u(t) TNY2NY2y(t) = HNl/Qu(t)H .

Dies definiert eine gewichtete Norm [ju|’ := ||N1/2u|| ,u € R™ im Kontrollraum.
Daher konnen wir 0.B.d.A. N = I annehmen.

Eine wichtige Anwendung ist das Tracking-Problem. Hierbei verlangt man
von dem Kontrollsystem, dass der Zustandsverlauf einer vorgegebenen Funk-
tion, einem Referenzsignal r(t), folgt. Als Beispiel betrachten wir ein skalares
Kontrollsystem, dessen Output einer Sinus-Funktion folgen soll.

j?1<t) = a11$1<t) + blu(t)7 Zl(t) = ZL’l(t).

Das Referenzsignal sei r(t) = sinwt. Dieses Signal kann durch das Hilfssystem

.’Eg(t) = .’Eg(t),
z3(t) = fw2:r2(t),
r(t) = za(t),

mit Anfangsbedingung x5(0) = 0,23(0) = w erzeugt werden. Der Tracking-
Fehler ist z1(t) — r(t).
Das aggregierte System ist dann gegeben durch

T a1 0 0 X1 by T
2 | =1 O 0 1 o |+ | 0 |wu(t), 2(¢) =[1,-1,0] | 2
2'3’3 0 7(4)2 0 I3 0 I3

Hier erhilt man also z(t) = x2(t) — z3(t). Hier kann man zusitzlich verlangen,
dass nicht nur [[z(¢)||* klein wird, sondern auch die Kontroll-Energie ||u(t)||*.
In der Tat wird das Problem (LQP) sehr viel schwieriger, wenn die Matrix N
singulér ist. Deswegen ist dies auch mathematisch hilfreich.
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5.2 Das Problem mit endlichem Horizont

In diesem Abschnitt diskutieren wir das folgende linear-quadratische Problem
auf endlichem Zeitintervall.

Linear-quadratisches Problem (LQP)J:

Minimiere iiber stiickweise stetige Funktionen u : [0, 7] — R™ das Integral

Jr(z0, 1) :/0 [2(t) " Qz(t) + u(t) Tu(t)] dt + z(T) " Nx(T)
iiber
2(t) = Az(t) + Bu(t), t >0, z(0) = zo;

hierbei seien die Matrizen @, N € R™*" positiv-semidefinit, also @ > 0, N > 0.
Wir machen den folgenden Ansatz, weil wir vermuten, dass die optimale
Losung eine quadratische Funktion zOTK T in xg ist:
Sei K(t),t > 0, eine stetig differenzierbare Funktion mit Werten K (t), die
symmetrische n x n-Matrizen K (t) sind. Betrachte fiir zulissige Inputs « mit
dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung den folgenden Ausdruck:

Jr(zo,u) — xOTK(O)xO
= /0 [2(t) " Qz(t) +u(t) Tu(t)] dt + x(t) " K (t)x(t) — z(t) " K (t)z(t)

T
= /O [x(t)TQx(t) +u(t) Tu(t) +% [z(t) T K(®)z®t)] | dt +=(T)" [N — K(T)]2(T).

Fiir den Integranden erhélt man nach der Kettenregel und unter Benutzung der
Differentialgleichung und der Symmetrie von K (¢) (fiir das dritte ,,=")

d
T T T
T Qr+u u—|—% [x Kx]
=z2'Qr4+u'u+i Ke+z"Ke+z' Ki
=2 Qr+u'u+(u'BT+2"AN)Kz + 2 Ko+ 2" K(Az 4+ Bu)
=2 [Q+ATK+KA+Klz+2u'B' Kz +u'u
=2"KBB'Kz+2u"'B' Kz +u'u+2"Sz
= ||u + BTKxH2 +ax' Sz
mit _
S:=K+A"K+KA—-KBB'K +Q.

Hierbei haben wir das Quadrat vervollstéindigt und erhalten
Jr (w0, u) (5.1)
=z K(0)zo + /OT [az(t)TS(t)x(t) + |Ju(®) + BTK(t)x(t)HQ} dt
+2(T)" [N — K(T)) =(T).

Idee: Finde K (t), so dass S(t) =0 und K(T) = N. Dann

Jr(zo,u) = x4 K(0)zo + /0 |u(t) + BTK(t)m(t)HQ dt
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und
Jr(xo,u) > x4 K(0)xo

und = gilt genau dann, wenn u(t) = —B" K(t)x(t),t € [0,T]. Wir erhalten das
folgende Theorem.

Theorem 5.1 Sei K : [0,T] — R™*" stetig differenzierbar mit K(t) = K(t)"
fiir alle t und Losung der Riccati-Differentialgleichung

K(t)=-ATK(t) - K(t)A+ K(t)BBTK(t) — Q (5.2)

mit Endbedingung K(T) = N. Dann erfillt fir jeden Anfangszustand xo € R™
der optimale Wert

Ti(20) := inf{Jr(xo,u) | u stickweise stetigh = x4 K (0)zq.

Insbesondere ist K (0) > 0. Ferner ist fiir gegebenes xg eine Steuerung u* optimal
genau dann, wenn
u*(t) = =B K(t)z(t),t € [0,T).

Beweis. Zum Beweis miissen wir nur noch beachten, dass Jr(xg,w) > 0 fiir alle
xo und alle Steuerungen u. Insbesondere ist also zg K(0)zg > 0, also ist K(t)
positiv semidefinit. m

Wenn wir solch ein K finden konnen, so erhalten wir eine optimale Steue-
rung mit einem zeitvarianten Feedback. Ferner konnen wir fiir einen gegebenen
Anfangszustand xg eine open-loop (also zeitabhéngige) Steuerung finden, wenn
wir u(t) in die Differentialgleichung schreiben: Wir erhalten die nichtautonome,
lineare Differentialgleichung

i(t) = [A — BBT K(t)]x(t), 2(0) = xo.

Hierzu existiert eine eindeutige Losung £(¢) auf jedem Zeitintervall. Setzt man
dies in die Formel fiir u(t) ein, so ergibt sich die open-loop Steuerung

u(t) = —BT K (t)&(t).

Daher gibt es fiir jeden Anfangszustand z einen eindeutigen optimalen Input.
Wir haben das Problem (LQP)I" also gelost, wenn die Riccati-Gleichung gelost
ist.

Bekanntermaflen haben solche Gleichungen nicht immer globale Lésungen.
Zum Beispiel hat

b= +1

die allgemeine Losung x(t) = tan(t + ¢),c¢ € R. Jede Losung existiert nur auf
einem Intervall der Lénge .

Die allgemeine Theorie von Differentialgleichungen liefert nur die Existenz
von Losungen auf einem Intervall um den Anfangszeitpunkt.

Theorem 5.2 Sei T > 0,29 € R™ und f: R™ x [0,T] — R™ stetig differenzier-
bar.

(i) Es gibt Ty < T, so dass eine eindeutige Losung auf [0,T1) existiert.

(ii) Gibt es C > 0, so dass die Losung auf jedem Intervall [0,T71), auf dem
sie existiert, durch C' beschrinkt ist, so existiert die Losung auf [0, T].
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Wir wenden dies Theorem auf die Riccati-Gleichung mit umgekehrter Zeit
an. Daher existiert eine eindeutige Losung K (t) = K (¢,T) von

K(t)=-ATK(t) - K(t)A+ K(t)BBTK(t) - Q,K(T) = N (5.3)

auf einem Intervall (77, 7]. Weil N und @ symmetrisch sind, erfiillt auch K (¢)"
diese Differentialgleichung, wegen der Eindeutigkeit ist also auch K(¢,T) sym-
metrisch.

Theorem 5.3 Die Riccati-Gleichung (5.3) hat fir jedes symmetrische N eine
eindeutige Losung auf dem Intervall [0,T]. Diese Liésung ist symmetrisch und
positiv semidefinit..

Beweis. Wir miissen zeigen, dass K (¢,T) auf jedem Existenzintervall gleich-
méBig beschrinkt ist. Sei g € R™ und K(¢,T) existiere auf (71,T]. Wihle
einen Input w identisch 0 auf [0,7]. Sei to € (T1,T]. Wegen der Zeitinvarianz
ist L(t) := K(t 4 to,T) eine Losung der Riccati-Gleichung auf [0, — to]. Da-
her ist nach Theorem 5.1 2§ L(0)z¢ das Minimum von Jz_, (g, u) iiber alle u.
Insbesondere ist wegen L(0) = K (t9,T)

:EJK(to, T):L’O = ng(O)xo < JT—to (270, O)

Daraus folgt auch, dass K (tg,T) positiv semidefinit ist. Ferner
T—to T T
Jr_t,(T0,0) = / xa—eA tQe M xodt + x(—)reA (T=to) AT =t0) g
0
TTATt At T AT (T—t A(T—t
S/ zg e Qe aodt + ) et TP NeAT o) g
0

Nun ist ¢ — x4 eAT(T’tO)QeA(T’tU)zO eine stetige Funktion auf dem kompakten

Intervall [0,77], also beschréinkt, etwa durch M > 0. Daher ist z] K (to, T)xo
nach oben durch eine Konstante C' > 0 beschrinkt, unabhingig von ty und von
T;. Daher ist auch ||K(¢,T)|| beschrankt, weil wegen der Symmetrie

1K (8, T)|| = max {«" K (¢, T)a| || = 1}
und fiir ||z =1

T T
T T
/ x(—)reA tQeMrodt < / HeA thAtH dt.
0 0

x(‘]l'eAT(T—to)NeA(T—to)xo < HeAT(T—tO)NeA(T—tO)

Aus Theorem 5.2 folgt jetzt die globale Existenz der Losung. m
Definiere
P(t):= K(T —-t,T),t €[0,T).

Dann erfiillt auch P(t) die Riccati-Differentialgleichung, weil sie autonom ist,
und es gilt P(0) = K(T,T) = N.
Wir erhalten das folgende Resultat.
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Theorem 5.4 Betrachte ©(t) = Ax(t) + Bu(t), mit dem Kostenfunktional

T
Jr(wo, 1) = /O [2(t)T Qu(t) + u(t) Tu(t)] di + 2(T)T Na(T),

wobei @ >0 und N > 0 sowie T > 0. Dann
(i) Die Riccati-Differentialgleichung

P(t)= AT P(t) + P(t)A — P(t)BB"P(t) + Q, P(0) = N (5.4)

hat eine eindeutige Losung auf [0, 00). Diese Lisung ist symmetrisch und positiv
semidefinit fir alle t > 0.

(ii) Fiir jedes xo gibt es genau eine optimale Inputfunktion w*, stickwei-
se stetig auf [0,T] mit Jp(xo,,u*) = J5(xo). Dieses u* ist erzeugt durch die
zeitvariante Feedback-Steuerung

u(t) = —B" P(T — t)x(t),t € [0,T).

(i1i) Ist N =0, so ist t — P(t) eine wachsende Funktion in dem Sinn, dass
P(t) — P(s) positiv semidefinit ist fiirt > s.

Beweis. Die Existenz der Losung der Riccati-Differentialgleichung auf (0, co)
folgt, weil die (eindeutige) Losung auf jedem Intervall [0,7")],7 > 0, existiert.
Die Positiv-Definitheit und die Monotonie sind Folgerungen aus der Tatsache,
dass P(t) diejenige Matrix ist, die die minimalen Kosten liefert. m

Bemerkung 5.5 Es gilt noch eine weitere Monotonie-Beziehung: Wenn wir
zwei optimale Steuerungsprobleme mit demselben System und derselbe Matrixz @
und zwei Matrizen N1u < Ny betrachten, so gilt fiir jedes xq, dass die Funktion
J1 zu N7 kleiner oder gleich der Funktion Jo zu No ist. Das gleiche gilt fiir die
optimalen Kosten. Daher folgt Py(t) < Py(t) fir alle t.

5.3 Das Problem mit Unendlichem Horizont

Betrachte das Problem mit N = 0. Eine naheliegende Vermutung ist, dass

x] P(T)zo fir T — oo gegen die minimalen Kosten des Problems auf [0, c0)

konvergiert. Die Konvergenz von x] P(T)xg fiir alle x¢ ist dquivalent zur Kon-

vergenz von P(T) fir T — oo gegen eine Matrix P~. Dies gilt aber nicht immer:
Betrachte zum Beispiel

Z(t) =0und Q = 1.

Dann ist P(t) = 1, P(0) = 0 mit Losung P(t) = t, und P(t) divergiert fiir
t — 00. Dies ist auch zu erwarten, weil fiir (0) = z # 0 das zu minimierende
Integral

Ool' 2 u 2 OOCQ =0
/()[<t>+ <t>1dtz/o dt

fiir alle Inputs u. Wir setzen daher voraus:
Annahme: Fiir jedes zy € R™ gibt es einen Input u so dass

J(xo,u) == /Ooo[m(t)TQx(t) + u(t) Tu(t)]dt < oco. (5.5)
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Eine Folgerung aus dieser Annahme ist, dass P(T) fiir T'— oo konvergiert:
In der Tat: Sei g € R™ und wihle u, so dass das Integral endlich ist. Dann gilt
fiir jedes T' > 0
zg P(T)xo < Jr(wo,u) < J(zo,u),
)

also ist 2§ P(T)xo beschréinkt und daher ist P(T') beschriinkt. Weil P(T') wach-
send ist beziiglich T, folgt
P~ = lim P(T)

T—oc0

existiert. Weil P die Differentialgleichung
P(t)y= ATP(t) + P(t)A — P(t)BB" P(t) + Q

erfiillt, folgt, dass auch P(t) einen Limes fiir ¢ — oo besitzt. Dieser Limes ist
gleich 0 (diese Aussagen sollen in einer Ubungsaufgabe auf Blatt 10 bewiesen
werden). Daher erfiillt P := P~ die algebraische Riccati-Gleichung (ARE)

A"P+PA—-PBB'"P+Q=0.

Die Losungen hiervon sind die konstanten Lésungen, also die Gleichgewichte,
der Riccati-Differentialgleichung. Daher ist auch P symmetrisch positiv semi-
definit. Die Losung muss nicht eindeutig sein, wir miissen daher die richtige
Losung auswiihlen und wir miissen fiir die zugehorige Kontrolle die Optimalitit
nachweisen.

Theorem 5.6 Fiir jedes xg € R™ gebe es einen Input u, so dass J(xg,u) < 00.
Dann gilt:

(i) P~ :=limp_ o P(T) existiert, wobei P(t) die Lésung der Riccati-Differen-
tialgleichung mit N = 0 ist.

(i) P~ ist die kleinste (reelle) symmetrische positiv-semidefinite Losung von
ARE. Daher gilt fir jede symmetrische Losung P > 0 von ARE, dass P > P-.

(iii) Fiir jeden Input u gilt

J(xo,u) = g P~z +/ |u(t) + BTP_m(t)H2dt.
0

(iv) Fiir jedes xq ist J*(xo) := inf{J(xo,u) | v ein Input} = x] P~x¢ und es
gibt genau einen optimalen Input u* mit J*(x9) = J(xo,u™). Dieser optimale
Input ist durch das Feedback-Gesetz

u(t) = —BT P~ x(t)
erzeugt.

Beweis. Bereits bewiesen ist, dass (i) gilt und P~ die ARE erfiillt. Fiir (ii)
sei P* > 0 eine Losung von ARE. Dann ist P* konstante Losung der Riccati-
DGL. Ferner ist P(t) auch eine Losung hiervon und P(0) = 0 < P*. Daher ist
P(t) < P* fiir alle t > 0 und daher P~ = lim; , P(t) < P* nach Bemerkung
5.9.

(iii) Verwende wieder Vervollstandigung von Quadraten mit K (¢t) = P(T—t),
N = 0 und beliebigem wu:

Jr(zo,u) — zt K(0)xo

T
= /O [ax(t)TQa:(t) +u(t) Tu(t) + % [2(t) " K()z(t)] | dt +x(T)" [N — K(T)](T).
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Fiir den Integranden erhélt man

' Qr+u'u+ % [xTKx} = ||u+ BTK:L‘||2 +a' S

mit
S:=K+A"K+KA—-KBB'TK +Q.
Hier ist S =0, N =0 und K(0) = P(T), K(T) = P(0) =0, also
T 2
Jr(xo,u) = x4 P(T)xo +/ |u(t) + BTP(T — t)z(t)|” dt.
0
Zeige zunichst >: Wihle Ty > 0. Dann gilt fiir 7' > T
T 2
/ u®) + BTP(T — t)(t)| dt
0

2/0 0Hu(t)+BTP(T—t)a:(t)Hth—>/O OHu(t)+BTP_x(t)H2dt

fiir 7' — oo. Also gilt fiir alle 7o > 0

T T
nimpoo/ Hu(t>+BTp(T_t)x<t)H2dt2/ () + BTPa(0)| at
0 0

Daher
. T 5— i T H— 2
limy_, Jr(zo,u) > x4 P IL’0+/ |u(t) + B" P~x(t)||” dt.
0

Umgekehrt, nehmen wir in der Formel der Vervollstindigung von Quadraten,
K(t) = P~ und u beliebig und erhalten, wie gewiinscht,

T
Jr(zo,u) = g P xo + / |u(t) + BT P~a(t)?| dt
0
<ag P xo+ / |u(t) + BT P~ (t)?|| dt.
0

(iv) ist eine direkte Folgerung aus (iii). m

Bemerkung 5.7 Aus dem obigen Beweis folgt, dass x(T)" P~x(T) — 0, falls
J(x0,u) < 0o fiir ein geeignetes u. Insbesondere folgt x(t) — 0 fir t — oo, falls
P~ positiv definit ist.

Bemerkung 5.8 Man kann auch zeigen, dass genau dann fir alle ©o € R™
ein Input u existiert mit J(xg,u) < oo, wenn die algebraische Riccati-Gleichung
eine positiv semidefinite Losung besitzt; siehe Trentelman, Stoorvogel, Hautus
[16, Theorem 10.13].

Das folgende aktuelle Anwendungsbeispiel stammt von Hehn und D’Andrea
[7].
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Beispiel 5.9 FEin invertiertes Pendel soll stabilisiert werden, das auf einem flie-
genden Quadrocopter befestigt ist. Der Quadrocopter hat sechs Freiheitsgrade:
die drei raumlichen Richtungen und die drei Rotationsmdglichkeiten. Dies lie-
fert ein 12-dimensionales System. Dazu kommt die Dynamik des Pendels, des-
sen Basispunkt fest auf dem Quadrocopter befestigt ist. Dies liefert zwei Frei-
heitsgrade fiir die Bewegung und daher ein vierdimensionales System. Das volle
Gesamtsystem ist daher durch ein nichtlineares 16-dimensionales System von
Differentialgleichungen beschrieben. Es wird angenommen, dass die Dynamik
des Quadrocopters nicht durch die des Pendels beeinflusst wird (in dem Ver-
suchsaufbau betrigt die Pendelmasse nur 5% der des Quadrocopters).
Die Drehung um x-Achse wird zum Beispiel beschrieben durch.

1 0 0
0 cosy —sinvy
0 siny cosvy

Nach Vereinfachung erhdlt man ein 13-dimensionales System (3 Rotations- und
sechs Translationszustinde des Quadrocpopters und vier Zustinde des Pendels)
und 4 Kontrollinputs (8 Drehmomente und die Gesamtbeschleunigung). Kritisch
ist die Messung des Zustands: Die Drehmomente werden direkt im Quadroco-
pter gemessen, die Position und Translationsgeschwindigkeit durch Kameras,
die in der Flughalle angebracht sind: ,An infrared motion tracking system pro-
vides precise vehicle position and attitude measurements at 200Hz, using retro-
reflective markers mounted to the vehicle. ... The inverted pendulum consists of
a carbon fiber tube, measuring 1.15m in length. The top end of the pendulum
carries a retro-reflective marker, allowing the position of this point to be deter-
mined through the motion tracking system in the same manner as vehicles are
located.”

Zur Stabilisierung des instabilen Gleichgewichts wird linearisiert und dann
linear-quadratische Steuerung auf unendlichem Zeitintervall verwendet.

5.4 Unendlicher Horizont mit Null-Endpunkt

In diesem Abschnitt betrachten wir das Problem mit der Bedingung x(t) — 0
fiir ¢t — oo. Dies folgt ja nicht notwendigerweise aus J*(zo) < oo fiir alle zg,
wenn () nur positiv semi-definit ist. Ist @ positiv definit, @ > 0, so stimmt
das in diesem Abschnitt betrachtete Problem also mit dem oben behandelten
iiberein, und es ist nichts zu tun.

Bemerkung 5.10 FEine Motivation hierfir ist das Problem, den Output Cx zu
minimieren, also z(t)T CTCx(t) und Q := CT Cs > 0; dann kann man zusdtzlich
fordern, dass z(t) — 0 firt — oo.

Wir nehmen im Folgenden an, dass (A4, B) stabilisierbar ist.

Dann ist die Voraussetzung von Theorem 5.6 erfiillt und es gibt eine symme-
trische Losung P~ von (ARE). Sei jetzt P eine beliebige symmetrische Losung
von (ARE). Fiir K(t) = P und u mit J(zo,u) < oo liefert die Vervollsténdigung
des Quadrats (fiir das Problem mit N = 0)

JT(mo,u):m(—)rPxo—i—/O Hu(t)—|—BTPx(t)H2dt—x(T)TPx(T).
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Es folgt
J(wo,u) = 2 Pao + / |ut) + BT Pa(t)| dt (5.6)
0

fiir jeden Input w mit 2(T) — 0 fiir T — oo. Den Optimalwert des Problems
mit Null-Endpunkt bezeichnen wir mit

Jg (zo) := inf{J(x0,u) | u ein Input mit lim z(T) = 0}.

T—o0

Dann gilt nach (5.6) fiir jede symmetrische Losung P der ARE und jedes z
xg Pxg < J§(x0).

Ferner folgt, dass fiir
u(t) = =BT Px(t),t > 0,

dass dies fiir jedes zo die optimale Losung ist mit Optimalwert x] Pxg, falls
(T, zo) — 0 fir T — oo.

Folglich gibt es hochstens eine symmetrische Losung P der ARE, fiir die
A — BBT P stabil ist, und dass diese Matrix, wenn sie existiert, die maximale
Losung der ARE ist (ist @ > 0, so ist dies gleich der minimalen Lésung P~ und
damit positiv definit, andernfalls ist P nur positiv semidefinit).

Wir betrachten zuniichst den Spezialfall @Q = 0, also

I = | " ()] de.

Ferner nehmen wir zunéchst an, dass o(A4)NiR = (). Die optimale Losung (ohne
Endbedingung) ist offenbar u = 0. Im Fall der Null-Endbedingung ist « = 0 nur
dann optimal, wenn A bereits stabil ist.

Wir nehmen zunichst an, dass Re A > 0 fiir alle A € 0(A), also o(—A) C
C_. Die vorausgesetzte Stabilisierbarkeit von (A4, B) impliziert dann, dass (A4, B)
kontrollierbar ist. Die Riccati-Gleichung ist hier

AP+ PA—-PBBTP=0.

Wir behaupten, dass diese Gleichung eine symmetrische positiv definite Losung
P hat. Dies zeigen wir, indem wir fiir die Lyapunov-Gleichung

LA" + AL = BB'. (5.7)

die Existenz einer positiv definiten Losung L zeigen. Dann ist P = L~! eine
Losung der Riccati-Gleichung, weil Multiplikation von (5.7) von links und von
rechts mit L' ergibt

L 'LATL '+ L7'"ALL ' - L 'BB"L '=A"P+ PA—-PBB'P=0.

Dazu definieren wir (dhnlich wie im Beweis von Theorem 3.15, man beachte,
dass (5.7) dquivalent zu L(—AT) + (—=A)L = —BBT ist)

L= / e tABBT et gt
0
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Das Integral konvergiert und L is symmetrisch; ferner folgt aus der Kontrollier-
barkeit

' Lz = / HJ;TeftABH2 dt >0,
0

also ist L > 0. Ferner ist L Losung von (5.7) und dann ist P = L~! > 0.
Fiir die Feedback-Kontrolle u(t) = — BT Px(t) ist die resultierende Zustands-
gleichung

i(t) = (Apx(t) mit Ap := A— BB'P.
Die ARE kann mit Ap anstelle von A geschrieben werden als

ALP+ PAp + PBB'P
=(A"-P"BB")P+P(A-BB'P)+ PBB'P
=A"P-P'BB'"P+PA-PBB'P+PBB'P
=A"P+PA-PBB'P=0.

Wir behaupten, dass Ap stabil ist. In der Tat, ist A € 0(Ap), etwa Apv = \v
und 0 # v € C", so folgt mit v* =o'
0=v*"(ALP + PAp + PBB' P)v = \*PV +v*PMv +v*PBB' Pv
= 2(Re \)v*Puv + |v*PB|* ,
also
Re\ = — |[v*PB|? /(2v*Pv).
Dabher ist Re A < 0 wenn v*PB # 0, andernfalls ist Re A = 0. In diesem Fall ist
BT Py =0 und damit
Av = Av+ BB Pv = Apv = \v,

also A Eigenwert von A auf der imaginéren Achse, was wir ausgeschlossen haben.
Wir haben eine Losung P der ARE gefunden, so dass das zugehorige Feed-
back F := —BT P die Matrix A stabilisiert. Daher ist © = Fz optimal.

Wir haben jetzt die beiden Spezialfille Q@ = 0, A stabil und @ = 0, — A stabil
gelost. Jetzt nehmen wir weiterhin an, dass @@ = 0 ist, aber dass A Figenwerte auf
beiden Seiten der imaginiiren Achse besitzt, aber keine Eigenwerte auf der
imagindren Achse. Nach Zustandsraum-Transformation (also in geeigneten

Koordinaten) ist
o Al 0 - Bl
=[5 ][R

mit 0(A;) C C_ und o(—Az) C C_. Wir suchen eine Losung P der Riccati-
Gleichung, fiir die A — BB P stabil ist. Solch eine Matrix kann in der Form

0 0
r=|5 n]
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gefunden werden, wobei P die Losung der ARE fiir Ao, By ist: Dann erfiillt P
die ARE fiir A, B, weil

AR A
1ol oeren| ]

o 0 o
|0 AlP+PAy—PBBJP, |~ | 0

o O
-

und

o [4 o0 B 0 0
A-BBTP=| 1 - P BuBl | p

[ 4 0 Bi ] 1 [0 0
Lo AQ]_[BQ][Bl’Bﬂ 0 P
[ 4 0

0 Ay — ByBj P

ist stabil. Wir haben gesehen:

Wenn A keine Eigenwerte auf der imagindren Achse hat, so hat das Problem
eine eindeutige Losung, gegeben durch u(t) = —B T Px(t), wobei P die eindeuti-
ge symmetrische Losung der ARE it, fiir die A— BB P stabil ist. Der minimale
Wert des Integrals ist 2] Pxo. SchlieBlich folgt aus der Optimalitiit, dass P die
maximale symmetrische Losung von ARE ist.

Wenn wir die Voraussetzung fallenlassen, dass @ = 0 ist, so kénnen wir dies
Problem auf den betrachteten Spezialfall reduzieren:
Wir fithren die neue Kontrollvariable v durch

u=—-BTP x+wv

ein, wobei P~ die kleinste symmetrische Losung der ARE ist. Dann wird die
Differentialgleichung zu

i(t)=A"z(t)+vmit A~ :=A— BB'P~.

Fiir das Zielfunktional ist (das vollstindige Quadrat in (5.6) gilt fiir jede sym-
metrische Losung von ARE)

J(wo,u)szTP_xo-i—/ Hu(t)—|—BTPx(t)H2dt:ng_xo—F/ lv(®)]|? dt.
0 0

Dies ist die Situation fiir = 0. Hat A~ keine Eigenwerte auf der imagi-
niiren Achse, so existiert eine Losung A = A" der ARE

(AT)TA+AA~ —ABBTA =0, (5.8)

fiir die A~ — BBTA™ stabil ist (AT ist die grofite Losung der ARE). Dann ist
v(t) = =BT A*z(t) optimal.
Dies liefert, dass die Feedback-Kontrolle

u(t) := —B' Pz(t) mit P:= P~ + A"
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die optimale Steuerung des Originalproblems ist.
Dann erfiillt P die Original-ARE, weil

AP+ PA—-PBB'P
=AT(PT+ AT+ (PT+AT)A— (P~ +AY)BBT (P~ + A™)
— AP +P A—-P BB'"P 4+ATAt+ATA— P BB'AT - A*BB'P~ —A*BBTAT

= -Q +(A—-P BB")TAT + AT(AP™BB") - ATBBTAT
= —Q +A)TATHATAT -ATBBTAT =-Q,

und P ist die maximale Losung und die eindeutige stabilisierende Losung. Daher
bezeichnen wir P mit PT.

Wir miissen noch die Bedingung, dass A~ keine Eigenwerte auf der imagi-
néren Achse haben soll, mit Hilfe der Originaldaten A, B, @ ausdriicken. Das
folgende Theorem zeigt insbesondere, dass dies gilt, wenn jeder Eigenwert von
A auf der imaginiiren Achse (@, A)-beobachtbar ist.

Theorem 5.11 Betrachte £ = Ax + Bu mit dem Kostenfunktional
Teo,u) = [ o(0)7 Qalt) + u(t) ult)
0

mit Q@ > 0. Es sei (A, B) stabilisierbar und jeder Eigenwert von A auf der
imagindren Achse sei durch Q beobachtbar, d.h. Rang [iw[ — AT, QT] =n fir
alle iw € o(A). Dann gilt:

(i) es existiert eine symmetrische Lésung Pt der ARE AT P+PA—PBBT P+
Q=0 mitc(A—BBTPY)CC_.

(i1) Die Matriz Pt ist die gréfte symmetrische Lésung der ARE, d.h., fiir
jede symmetrische Lisung P der ARE gilt P < P, und Pt is positiv semide-
finit.

(iii) Fiir jeden Anfangswert zo ist Ji(xo) = zg P xo.

(iv) Fir jedes xo gibt es genau einen optimalen Input, d.h. ein u* mit
limy oo z(t) = 0 und J(zo,u*) = Ji(x0). In Feedbackform ist der optimale
Input

u*(t) = =BT PTa*(t).

Beweis. Wir miissen nur noch zeigen, dass die Beobachtbarkeitsbedingung im-
pliziert, dass A~ := A — BBT P~ keine Eigenwerte auf der imaginiren Achse
hat.

Sei v € 0(A7) fiir ein @ € R und dass v € C" ein zugehoriger Eigenvektor
ist. Die ARE ausgedriickt fiir A~ ist (aus (5.8))

0=(A")'P+PA~ +P BB'P™ +Q.
Multiplikation von links mit v* und von rechts mit v liefert
0=v*((A")"P+PA~+ P BB'P™ +Q)v
= v*((A")"Pv+v*PA v +v*P BB P v+ v"Qu
= —1av*Pv+v*Prav + v*P"BBTP v+ v*Qu
—v*Qu+||BT P
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Dies impliziert Qv = 0. Daher ist
Av = iav und Qu = 0,d.h., v*[A\[ — AT,QT] =0,
also ist i ein unbeobachtbarer Eigenwert von (@), A). m

Bemerkung 5.12 Betrachte das Problem, den Output Cx zu minimieren, also
Q = CTC. Aus dem letzten Beweisschritt folgt, dass dann 0 = v*Qu = v*CT Cw,
also Cv = 0, also ist i auch unbeobachtbar fir (C,A). Es reicht hier also,
zu verlangen, dass jeder Figenwert von A auf der imagindiren Achse (C,A)-
beobachtbar ist.

Das folgende Beispiel zeigt, dass die Beobachtbarkeitsbedingung fiir die Ei-
genwerte auf der imagindren Achse auch notwendig ist fiir die Existenz von
optimalen Kontrollen fiir alle Anfangszusténde.

Beispiel 5.13 Sei

0 1 1 0
am[ 0 1] 5=} 2 ems

Die Eigenwerte i und —i von A sind beide unbeobachtbar. Wdhle den Input
u(t) := e!A=Dp p e R2
Die Variation-der-Parameter-Formel liefert

t t
z(t) = etd +/ e(th)ABu(T)dT =4 {xo —|—/ 6TABu(T)dT] )
0 0

Daher gilt firt — oo
K 1
eitA:I:(t) = 0 +/ ef‘rABeT(AfEI)pdT =x90+ —(—p) — x0 +p/e.

0 —€
Weil et eine orthogonale Matriz ist, folgt 2(t) — 0 falls p = —cxo. Ferner

_ e 5

)1 = =22 ol also [ o) at = 5 ol
0

FEs folgt Ji(xo) = 0. Andererseits ist klar, dass es fir xo # 0 kein u gibt mit

limy_, o0 z(t) = 0, fiir das dieses Infimum angenommen wird.

Bemerkung 5.14 Das linear-quadratische Problem ist ein spezielles Problem
der optimalen Steuerung. Allgemein betrachtet man Probleme der folgenden
Form Minimiere

J(x,u;to, o) = / ' L(t,z(t),u(t))dt + Li(x(t1))
iber alle t1, x(-), u(-) mit
z(t) = f(t,z(t),u(t)) firt € [to,t1], x(to) = o,

Y(tr, z(t)) =0,
(t) ceU furt € [to,tﬂ;

e
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hierbei sind L : R X R" xR™ - R, f: RXxR"xR™ — R" und L1 : Rx R" —
R* hinreichend oft differenzierbar und U C R™. Ferner ist to € R fest, aber
t1 > to kann frei sein. Zuldssige Kontrollen sind stiickweise stetige Funktionen
von [to, t1] nach R™, fiir die gilt: u(t) € U fir alle t € [to,t1] und die zugehirige
Trajektorie x(-) erfillr die Nebenbedingung ¥(t1,x(t1)) = 0. Die Funktion

V(to, zo) = inf{J(x, u; to, x0), u ist zuldssig fir (P )}

heifit optimale Wertefunktion. Fine zuldssige Kontrollfunktion u heif§t optimal,
falls J(x,u;ty, x0) = V(to, zo).

Im linear-quadratischen Fall haben wir gezeigt, dass die optimale Werte-
funktion V (zo) = xg P(T)z¢ durch die Lésung der Riccati-Differentialgleichung
gegeben ist. Im Allgemeinen ist die optimale Wertefunktion die Losung einer
partiellen Differentialgleichung, der Hamilton-Jacobi-Differentialgleichung.



Kapitel 6

H>-Optimale Steuerung

In diesem Kapitel kehren wir zu dem Problem zuriick, zeitabhingige Storungen,
die auf das System wirken, zu unterdriicken. Dabei versuchen wir nicht, den
Einfluss von Storungen auf den Output zu eliminieren, wie im (geometrischen)
Storungsentkopplungs-Problem. Stattdessen versuchen wir, ihren Einfluss in ei-
nem geeigneten Sinn zu minimieren.

6.1 Hy-Optimale Steuerung mit Zustands-Feedback
Wir betrachten lineare Systeme (X) der folgenden Form

#(t) = Az(t) + Bu(t) + Ed(t), (6.1)
z(t) = Cz(t) + Duf(t).

Die Losungen fiir Anfangszustand x(0) = x( sind gegeben durch

t t
z(t) = ety +/ eA=%) Bu(s)ds —|—/ A Bd(s)ds
0 0

Fiir ein Feedback u = F'x erhilt man

#(t) = (A + BF)z(t) + Ed(t),
2(t) = (C + DF)x(t),

also mit Cp :=C + DF, Ap := A+ BF
t
z(t) = (C + DF) {e(“HBF)txo +/ eATBIE=9) B(s)ds
0

t
= Crelrlay + C’FeAF(tfs)Ed(s)ds.
0

Die Transfer-Funktion von den Stérungen d(-) zum Output z(-) ist
Tr(t) = CrertE,t > 0.

Sie beschreibt den Einfluss der Stérungen auf den Output, und sie soll in einer
geeigneten Norm minimiert werden.

89
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In der Hy-optimalen Steuerung verwendet man die Frobenius-Norm fiir Ma-
trizen M € RF*¢
2
[M]* =" M = Spur(M " M).
i,J
Fiir ein stabilisierendes Feedback F', also o(A+BF) C C_, betrachten wir dann

Js(F) = /0 S TR dt = /0 " Spur [Te() e ()] dt < 0. (6.2)

Das H; optimale Steuerungsproblem mit Zustandsfeedback: Gegeben
sei das Kontrollsystem (6.1) zusammen mit dem Kostenfunktional (6.2). Finde

J* =inf{Js(F)| F : R" — R"™ linear mit 0(Ap) C C_}
und ein optimales Zustandsfeedback F* mit o(Ap+) C C_ und J§ = Jx(F*).

Standardannahme in diesem Kapitel ist, dass (A, B) stabilisierbar ist.
Vereinfachende Annahme: Das Problem ist regulér, d.h. D ist injektiv
und in Standardform, d.h., D'C =0und D' D = I,,,.

Bemerkung 6.1 Dies Problem trigt den Namen Hs-optimale Steuerung, weil
das Zielfunktional mit

GF(S) = CF(SI — AF)_lE

auch in der Form
Js(F) = / Spur [G: (iw) G p(iw)] dw

geschrieben werden kann. Die Funktion Gp(s),s € C,, wird also nur auf der
imagindren Achse integriert. Diese Norm auf einem Raum komplexer Funktio-
nen heifst Hy-Norm (in dem Hardy-Raum Hs).

Wir werden dies Problem, dhnlich wie das linear-quadratische Problem, mit
Hilfe der Vervollstindigung von Quadraten und Riccati-Gleichungen l6sen. Es
sei P eine symmetrische Losung der algebraischen Riccati-Gleichung

ATP+PA—PBB'P+CTC=0. (6.3)
Ferner sei F' so, dass 0(Ar) C C_. Definiere

X(t) = B, U(t) = Fer'E.

Dann
d .
XM =X@) = ApeF'E = AeM B+ BFer E = AX (t)+BU(t), X(0) = E.
Wir berechnen unter Benutzung der Riccati-Gleichung
d

aXTPX =X"PX+X'PX =(AX + BU)' PX + X' P(AX + BU)
=X"(ATP+PAX+U'B"PX+X"PBU
=X'"PBB'"PX-X"C'CX+U"B"PX + X"PBU
=(B'PX+U)"(B"PX +U)— (CX + DU)"(CX + DU),
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denn die letzte Zeile ist unter Benutzung der Regularititsannahme D'C = 0

und DD =TI gleich

(X"PB+U")B'"PX+U)—(X'"C" +U"D")(CX + DU)
=X"PBB'"PX+X'PBU+U'B'PX+U'U-X"CTCX-U'D'CX-U"D"DU
=X'PBB'"PX ++X'PBU+U'B"PX - X"C'CX.

Integration von 0 bis 7" liefert
X(T)"PX(T)- ETPE = /OT(BTPX(t) +U@)(BTPX(t)+ U(t))dt
_ /O (OX () 1+ DUW)T(CX(0) + DU,
Weil o(Ap) C C_ gilt X(T)T PX(T) — 0 fiir T — 0o und daher
/0 T(CX() + DUW)T(CX(E) + DU())dt (6.4)
— E"PE + /OOQ(BTPX(t) +U®)(BTPX(t) + U(t))dt.

Ferner gilt mit Cp := C + DF
CX(t)+ DU(t) = Ce*'E + DFeF'E = CpeF'E = Ty (t)
und
BTPX(t)+U(t) = BT PP E + FeF'E = (BT P + F)eAP E =: Tp p(t).

Setzen wir dies in (6.4) ein und nehmen die Spur, so erhalten wir

/000 Spur [Tx(t) Tr(t)] dt = Spur[E" PE] + /000 Spur [Tpr(t) " Tpr(t)] dt.

(6.5)
Wir erhalten Tp (t) als Transfer-Funktion von den Stérungen d(-) zum Output
z(+) fiir das Feedback v = Fx im Hilfssystem X p gegeben durch

i(t) = Az(t) + Bu(t) + Ed(t) (6.6)
2(t) = BT Px(t) 4 u(t).
Dieses System erhiilt man aus dem Originalsystem, indem die Output-Gleichung
z = Cx + Du durch z = B" Px +u ersetzt wird. Das zweite Integral in (6.5) ist

gleich Jx, (F), also der Wert des Zielfunktionals, wenn das Zustandsfeedback
u(t) = Fz(t) in Xp verwendet wird. Wir erhalten das folgende Resultat.

Lemma 6.2 Betrachte das System X gegeben durch (6.1). Es gelte DTC =
0,D"D = I und (A, B) sei stabilisierbar. Es sei P eine symmetrische Losung
der ARE (6.3). Ein Zustandsfeedback u(t) = Fx(t) ist stabilisierend fir ¥ genau
dann, wenn es stabilisierend fiir das System X p ist. Fir solch ein F qilt

Js(F) = Spur[E" PE] + Jx, (F).

Insbesondere folgt Js;(F) > Spur[E" PE) fiir jede symmetrische Losung P der
ARE.
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Weil Spur[E" PE] unabhingig von F ist, konnen wir das Originalproblem
ersetzen durch die Minimierung des Kostenfunktionals fiir ¥p gegeben durch

JEP(F) = / Spur [Tpvp(t)Tprp(t)] dt mit TP,F(t) = (BTP + F)eAFtE.
0

Ein erster Versuch zur Minimierung ist die Wahl F = —BT P, die Tp r(t) = 0
und damit Jy,(F)) = 0 liefert. Hierfiir wird jedoch i.A. nicht gelten, dass
o(Ar) C C_. Wir konnen aber anstelle einer beliebigen symmetrischen Lo-
sung P der ARE die maximale symmetrische Lésung nehmen und erhalten das
folgende Resultat.

Theorem 6.3 Betrachte das System Y gegeben durch (6.1). Es gelte DT C = 0,
DD = I. Ferner sei (A, B) stabilisierbar und jeder Eigenwert von A auf der
imagindren Achse sei (C, A)-beobachtbar. Schliefilich sei Pt die grifite symme-
trische Losung der ARE (6.3). Dann gilt:

(i) Der Optimalwert erfiillt J& = Spur(ET Pt E).

(ii) Das Feedback u(t) = —B" Pt x(t) ist optimal, d.h.

Jg =Js(~B"PT) und o(A - BBTPT) c C_.

Beweis. Weil jeder Eigenwert von A auf der imagindren Achse (C, A)-beobachtbar
ist, zeigen Theorem 5.11 und Bemerkung 5.12, dass die gréfite symmetrische Lo-
sung Pt der ARE existiert und (A — BB" PT) C C_ erfiillt. Nach Lemma 6.2
gilt fiir jede symmetrische Losung, also insbesondere fiir P, und F = —BT P+,
dass Tp r(t) = 0 fiir alle £. Dann ist der Optimalwert J3; |

J;JP = / Spur [TP,F(t)TTRF(t)] dt = 0.
0

Dann ist nach (6.5) der Optimalwert des Ausgangsproblems
Jy = Spur[E" PE] + J3,, = Spur[E" PE] + J(—B' P") = Spur[E PE],

also ist ' = —B" Pt auch optimal hierfiir. m
Das folgende Beispiel zeigt, dass ein optimales Feedback F' nicht existieren
muss, wenn es unbeobachtbare Eigenwerte von A auf der imaginéren Achse gibt.

Beispiel 6.4 Betrachte ein System X, das gegeben ist durch
Z(t) = u(t) + d(t), z(t) = u(t).
(A=0,B=1,C=0,D=1,FE = 1) Der Eigenwert 0 ist nicht beobachtbar fiir

(C,A), weil Rang [ 0r—4 ] = Rang[0] = 0. Die zugehorige ARE ist skalar

C
und
0=A"P+PA—PBB'P+C'C=—p>

Dann ist natiirlich p™ = 0, also J3, = E"p*E = p* = 0. Fiir ein Feedback f
und u = fx ist &(t) = fx(t) + d(t), 2(t) = fz(t). Daher ist

Tp+ p(t) = (BTPYT + F)er'E = felt =0

nur, wenn f = 0. Dann ist aber A+ BF = f = 0 nicht stabil, also gibt es kein
optimales Feedback.
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Wir kénnen die Losung dieses Problems auch folgendermaflen interpretieren:
Fiir das System Y.p, gegeben durch (5.4), suchen wir ein Feedback, so dass die
Storung d(-) keinen Einfluss auf den Output hat und so dass c(A+ BF) C C_.
Wir haben also ein Stérungsentkopplungsproblem mit Stabilitidt (DDPS), wobei
jetzt allerdings der Output auch direkt vom Input v abhiingt, z = BT Pz + u.

Im niichsten Lemma schreiben wir mit C' := BT P den Output als

z=Czr+u
und diskutieren das zugehorige (DDPS).

Lemma 6.5 Betrachte @ = Az + Bu + Ed, z = Cx + u. Aquivalent sind:
(i) Das zugehorige (DDPS) ist lésbar, es gibt also ein Feedback F mit

0(A+ BF) C C_ und Tp(t) = (C + F)eATBIE = 0,1 > 0;

(i1) (A, B) ist stabilisierbar und In E C X~ (A — BC), dem stabilen Unter-
raum von A — BC.

Beweis. Gelte (i). Dann ist offenbar (A, B) stabilisierbar. Nehmen wir fiir das
Feedback-System d = 0 und xg € Im E, so folgt x(t) — 0 und z(t) = Cz(t) +
u(t) = 0,t > 0 Es folgt u(t) = —Cx(t). Natiirlich ist auch u(t) = BFxz(t)).
Daher erfiillt z(t) die Differentialgleichung

#(t) = (A — BC)z(t) mit z(0) = xo.

Weil z(t) — 0 folgt, dass der Anfangswert o im stabilen Unterraum von A—BC'
liegt, also Im E C X~ (A — BC).

Gelte (ii). Kiirze ab V := X~ (4 — BC).
Behauptung: Es gibt ein Feedback F, so dass o(Ar) C C_,ApV C V C
ker(C + F).

Aus der Behauptung folgt natiirlich, dass (i) gilt. Zum Beweis der Behaup-
tung setze eine Basis von V zu einer Basis von R™ fort. Dann

All Al? :l B:|:Bl :|

A-BC:[ o an B

mit 0(A11) C C_ and (Aag, B2) ist stabilisierbar, weil (A, B) stabilisierbar ist.
Sei Fy so, dass 0(Agg + BoFy) C C_ und definiere Fy := [0, F3]. Dann

A—BC+BF0—[A” A1z }

0 Ago + BoFy

SchlieBlich sei F' := Fy — C. Dann ist (A + BF) C C_ und V ist ein Ap-
invarianter Unterraum mit

V C ker(C + F).

]
Anwendung dieses Lemmas auf das Ho-Problem liefert das folgende Resultat.
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Theorem 6.6 Betrachte das System ¥ gegeben durch (6.1). Es gelte DTC =
0,D"D = I, und (A, B) sei stabilisierbar. Ferner sei jeder Eigenwert von A auf
der imagindiren Achse (C, A)-beobachtbar und Pt bezeichne die grifite positiv
definite Lisung der ARE (6.3). Dann ist J3, = Spur(E" PTE) und es gilt:

(i) Es gibt ein optimales Feedback F', also c(A+BF) C C_ und Jx(F) = J3.

(ii) Es gibt F' so das fir u(t) = Fx(t) Storungsentkopplung mit Stabilitdt fir
das System Y p+ gegeben durch (6.6) gilt, also o(A+ BF) C C_ und (BT P+ +
F)eAtBItE — 0.t > 0.

(iii)) In E € X~ (A — BBTP*).

Ferner ist F' optimal genau dann, wenn

0(A+ BF)C C_ und (BT Pt + F)e+BNtEp =0t > 0.

6.2 Schlussbemerkungen

Das Problem der Hs-optimalen Steuerung hat seine Wurzeln in dem klassischen
Linear-Quadratischen Gau$- (LQG)-Regelungsproblem. Dabei soll fiir additives
(stochastisches) weiles Rauschen v(-) der Erwartungswert des Quadrats des
Outputs minimiert werden, also fiir die stochastische Differentialgleichung

(t) = (A+ BF)x(t) + E dW(t), z(t) = Cz(t),
soll fiir ¢ > 0 der Erwartungswert
E([lz(0)]1*)

minimiert werden. Es stellt sich heraus, dass dies unabhéingig von ¢ ist und
2 >~ T
BRI = [ Tr(o) et

wobei Tr(t) = CeATBIIE t > 0. Dies stimmt also mit dem H-optimalen
Problem iiberein.



Kapitel 7

Das H,.-Kontrollproblem

Das H..-Kontrollproblem betrachtet Systeme der folgenden Form:

& = Ax + Bu + Ed,
z=Cx+ Du

wobei € R™ der Zustand, v € R™ der Kontrollinput, d € R¢ die Stérung und
z € R? der zu kontrollierende Output sind.

Wir wollen die Auswirkung der Storung d auf den Ouput z durch Wahl
von u minimieren, also einen Regler in Form eines Feedbacks u = Fz. Wir
betrachten wieder die Transfer-Matrix von den Stérungen zum Output. Wie bei
der Hs-Theorie beachten wir, dass die Losungen gegeben sind durch

t t
z(t) = ex(0) +/ eAt=%) Bu(s)ds —|—/ A=) Bd(s)ds
0 0

Fiir ein Feedback uw = F'z erhilt man

i(t) = (A + BF)z(t) + Ed(t),
2(t) = (C + DF)x(t),

also mit Cp :=C + DF, Ap := A+ BF
t
2(t) = (C + DF) {6<A+3Fﬁx0 + / eATBIE=9) B(s)ds
0
t
= Cpefrizg + / Cper =) Bd(s)ds.
0

Die Transfer-Funktion von den Storungen d(-) zum Output z(-) ist
TF(t) = CFGAFtE7t 2 0.

In der H..-Theorie betrachtet man Storungen, die endliche L2-Norm auf [0, co)

haben, also
0o 1/2
2
ldll, = [ [ ol dt} < .

95
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Insbesondere gilt dann d(t) — 0 fiir t — oo. Der zugehorige Raum L2([0, 00), RY)
ist ein Hilbertraum, also insbesondere ein Banachraum. Der zugehorige Output
(fiir den Anfangszustand zp = 0) ist gegeben durch

¢
:/ Crer =) Ed(s)ds,t > 0.
0

Wir mochten, dass fiir eine solche Stérung d € L2([0, 00), RY) auch der Output
in L2([0,0),RY) liegt. Im folgenden Lemma nehmen wir an, dass die Matrix A
stabil ist (das Lemma wird dann auf ein stabiles Ar angewendet)

Lemma 7.1 Ist A stabil, so ist fiir jedes d € L?([0,00), RY)

1/2
dt] < Konstante - ||d||, < oo,

[e'e] t
2, = U H/ CeAt=9) Bd(s)ds
0 0

insbesondere ist also z € L*(]0, 00), RY)
Beweis. Weil A stabil ist, gibt es «, 5 > 0 mit
HeAth < Be x| ,t > 0.

Mit Jensens Ungleichung (das Quadrat ist konvex) ist dann

[e’e] t
HZIliz/ ‘/ CeAt=5) Ed(s)ds dt</ /HC’eA(t ) Bd(s) H ds dt
0 0

[e'e] t
SIICII2HEIIQﬁ2/0 /Oe—w—s) ld(s)|) ds dt.

Dies konnen wir mit dem Satz von Fubini weiter abschéitzen durch

o] t > o
| [ e paPas a= [ [ e jags) P aas
0 0

/ / e it e [|d(s)|* ds

—2as 2as
= — d(s)||* d

1 oo
=3/, lld(s)||* ds < oo.

]

Als Folgerung erhalten wir, dass fiir ein stabilisierendes Feedback F' die Ab-
bildung

G L2([0,00), RY) — L2([0,00), RT), d(-) > 2(-) = /0 CeAr (=9 Ba(s)ds

wohldefiniert ist; sie ist linear und beschrinkt, also stetig. Die induzierte Ope-
ratornorm ist

d
IGFlly = sup{'Gj;” Iy |0#£de LQ([O,OO),RZ)} < 0.
2



97

Das Ziel der H..-Theorie ist, durch Wahl von F' die Norm von G g zu minimieren
bzw. unter einer Grenze « zu halten. Eine leichte Umformung liefert

1]l < [1GFll lldll

Dann ist
1%f{||GF|| | A+ BF ist stabil}

das Infimum der Konstanten ~, fiir die ein stabilisierendes Feedback F' existiert,
so dass fiir alle Stérungen d gilt

12l < v lldll -

Die H,,-Theorie hat enge Verbindungen zur Spieltheorie. Dies kann man fol-
gendermaflen sehen:
Betrachte fiir gegebenes v > 0 das Problem

sup {12113 = 4* 4|3 | 2(0) = 0} . (7.1)
deL?

Dieser Ausdruck nur dann endlich, wenn die H,.-Norm des Systems kleiner oder
gleich « ist. In der Tat, ist die Ho.-Norm groflier als v, so existiert ein Signal
d e L?, so dass

1212
> .
lldll,

Quadrieren und Multiplikation mit ||d||§ liefert
2 2
1215 =~ lldllz = 7 > 0.

Ersetzen wir d durch ad, so wird der Output gleich az, weil der Anfangswert
gleich 0 ist. Die zugehorigen ,Kosten” ||z||§ — 92 Hd||§ sind gleich or. Wegen
7 > 0 konnen wir dies Funktional beliebig groffl machen, das Supremum wird
daher nicht endlich.

Die Beziehung zur Spieltheorie wird deutlich, wenn wir nach Inputs u suchen,
so dass (fiir festes v) das Supremum in (7.1) minimiert wird: Die Inputs repré-
sentieren einen Spieler, der den Aktionen des anderen Spielers d entgegenwirken
will.

Dies Problem hat groBe Ahnlichkeit mit dem linear-quadratischen Problem
(es ist ein indefiniter Fall dieses Problems). Wir betrachten

I=ll5 =72 Idll3 = /Ooo [2(t) TCT Ca(t) — 72d(t) "d(t)] dt

Wie beim linear-quadratischen Problem werden wir zunéichst endliche Zeitinter-
valle betrachten und danach das Problem mit unendlichem Horizont.

Dabei werden wir wieder Riccati-Gleichungen verwenden. Algebraische Riccati-
Gleichungen haben die Form

AP+ PA+PRP+Q=0.

In der linear-quadratischen Theorie und der Ho-Theorie haben wir R = —BB ' <
0 und @ > 0. In der Riccati-Gleichung, die in der H.,-Theorie auftritt, ist der
quadratische Term indefinit. Solche Riccati-Gleichungen sind zuerst in der Spiel-
theorie verwandt worden.
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Bemerkung 7.2 Die Bezeichnung ,,Hso-Norm?” fir die induzierte Matriz-Norm

HGFd||2
Grl,, :=sup {

erkldirt sich aus der Tatsache, dass sie mit der Norm auf dem Hardy-Raum H o,
tbereinstimmt: Sei fiir stabiles A

G(s):=C(s[ — A)7'FE

|0#de L2([0,oo)7]Re)}

und
|G|l o = sup [|G(iw)||
weR

wobei || M| den grofiten Singuldrwert von M bezeichnet (also o1, wobei o3 den
grifte Eigenwert von M T M bezeichnet). Dann ist Hy, ein Raum von Matriz-
wertigen Funktionen G auf der rechten Halbebene in C mit ||G||, < oo (holo-
morph auf der offenen rechten Halbebene).

7.1 Das Problem auf endlichem Zeitintervall

Wir betrachten Systeme der Form

& = Ax + Bu + Ed, (7.2)
z = Cz + Du,

und zeitabhiingige Feedbacks u(t) = F(t)z(t), so dass die induzierte Operator-
Norm der Abbildung von den Stérungen auf den Output minimiert wird. Sei

dazu fir 7' >0
T 1/2
/ d<t>||2dt]
0

und fiir das Feedback System mit Anfangszustand x(0) = 0

= (A+ BF(t))z + Ed,
z=Cx+ Du

||dH2,T =

ist mit z = Gpd
1/2

T
12llg,r = |G rdlly r = UO IIZ(t)IIth]

Die induzierte Operatornorm ist

Grd
Gl = p{””;”T 0£de Lz([O,TLR‘)} < oo,
2T

Wir zeigen zuniichst ein einfaches Lemma.

Lemma 7.3 FEs ist

sup {[12lly,r = 7* d]lo.r | 2(0) = €}
deL?

ist fiir jedes & € R™ endlich, wenn die induzierte L*-Operatornorm kleiner als
vy ist.
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Beweis. Die induzierte L?-Operatornorm sei kleiner als v, etwa gleich § < 7.
Sei zp,q der Output mit Storung d und Anfangswert 0 und z¢ o der Output mit
Storung 0 und z(0) = £. Dann folgt

2 2
zllaz = Y lldlly 7 = 20,0 + 2ze0lly 7 — 72 ldllzr

2 2 2
< llz0,4 |2,T + ||Z§,0||27T +2 ”ZO,dej ”Z&OHQ,T - ||dH2,T

2
(6% =) lldlly 7 + 2|20

IN

2
o1 12, + llze0ll,7

IN

2
sup  |(6% —7*)a? + 2 |zeolly @ + |20l 0
a€l0,00) ’

< 00.

]

Das folgende Theorem gibt notwendige und hinreichende Bedingungen, un-
ter denen ein Feedback gefunden werden kann, so dass diese Norm unter einer
vorgegebenenen Konstante v bleibt.

Theorem 7.4 Betrachte ein System der Form (7.2). Es sei T > 0 und v > 0.
Die Matrix D sei injektiv. Dann sind dquivalent:

(i) Es gibt ein Feedback u(t) = F(t)x(t) so dass [|Gpl|,, + < -

(ii) Es gibt eine differenzierbare Abbildung P : [0,T] — R™*", so dass P(t) >
0,t € [0,T], die Losung der folgenden Riccati-Differentialgleichung mit P(T) =
0 st,

—P=ATP+PA+C"C+42PEE"P—(PB+C D)D" D)"Y(B"P+DT().
(7.3)
Erfiillt P die Bedingungen in (ii), so erfiillt

F(t):=—(D'D)"Y(B"P+D'C) (7.4)
die Bedingung in ().

Beweis. Sei 0 <7 < T und

T

Clud &r) = [ [(0)74(0) ~ () do)] at
wobei z der Output des Systems mit Inputs u, d und Anfangsbedingung x(7) = £
ist. Wir diskutieren das folgende Kriterium

C*(&,7) :==supinfC(u,d, &, 1)
d u

mit Anfangszustand z(7) = €. Hier ist d € L?[0,7] und u € L?[0,T)]. Beach-
te, dass wir fiir festes d iiber u minimieren. Daher ist es egal, ob wir iiber
zeitabhéingige Inputs u oder Feedbacks optimieren. Andererseits ist d jedenfalls
zeithingig.

Wir zeigen zunéchst, dass (ii) aus (i) folgt. Wir kénnen Lemma 7.3 anwenden,
nachdem wir nach (i) ein Feedback u(t) = F(t)z(t) gewihlt haben, das L>2-
Operatornorm kleiner als v liefert. Dies ergibt fiir alle £ € R"

sup {1l 7 30 | u(t) = F(0)a(t) und a(0) =€} <00 (75)
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Offenbar ist der Ausdruck in (7.5) grofier oder gleich C*(€,0). Dies ist also auch
von oben beschrinkt. Wahlt man d = 0, so sieht man C*(&,0) > 0.
Behauptung: C*(¢, 7) is fallend in 7.

Dies folgt, weil fiir 7 > 7

C*(&,m) :=supinfC(u,d, &, 1)
d u
— inf ’ 2 2 2
= supinf | [[l2()] 7 a(0)|*] ds

T
> supinf {/ [||z(t)||2 . Hd(t)||2] dt | d(t) =0 fir t > T — 7 + ﬁ}
d u

T1

T—12471 9 5
> supint [ [Ja(0)]> 0?0 e

T
—supint [ [(0)]” = 1* )] s

= C*(fa 7_2)'

Hier haben wir die Zeit-Invarianz der (open-loop) Gleichung benutzt.

Daher ist C*(¢, 7) fiir alle 7 € [0, T] beschrénkt. Wir benutzen jetzt Theorem
5.2, das die Existenz der Losung der Riccati-Gleichung (7.3) auf einem kleinen
Intervall liefert. Das folgende Lemma (siehe Trentelman, Stoorvogel, Hautus
[16, Lemma 13.2]), das wir nicht beweisen werden, zeigt, dass diese Losung
beschrénkt bleibt und daher auf dem ganzen Intervall [0, T existiert.

Lemma 7.5 Die Riccati-Gleichung (7.3) habe eine Lésung P(t) auf dem Inter-
vall [Ty, T] mit Ty < T. Dann gilt fir alle £ € R™ und alle 7 € [T1, T

C*(&,m) = £ P(T)E.
N
Beweis. Aus diesem Lemma folgt die Beschrénktheit von P(t), also die Existenz
der Losung auf [0, 7.
Es bleibt zu zeigen, dass (i) aus (ii) folgt. Dazu ist zu zeigen, dass das Feed-
back (7.4) die Bedingung in (i) erfiillt. Mit Vervollstdndigung von Quadraten
erhilt man fiir Anfangswert ¢ = 0 und Anfangszeit 7 = 0, also ¢ P(7)¢ = 0,

d

T
Cu.0,0,0) = [ [IOIF =2 [d)]* + § (o0 P00

T
- / (1D0u(t) ~ PO ~ 42 1d(t) ~ Fa(t)(t) ] a
T
_ / 2V 1ld(t) - Fa(t)a()| dt,

mit £ = —(D'D)"Y(B"P+ D"C) und Fy, = v 2ETP. Mit u = Fx also fiir
alle d € L?

T T
€. d0.0) = [ IO =2 1] at = = [ 42 i) = P(oya(e)| e < .

Dabher ist die induzierte L2-Operatornorm kleiner oder gleich +.
Man kann auch zeigen, dass sie echt kleiner als ~ ist, siehe [16, Theorem
13.1]. =
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7.2 Das Problem mit Unendlichem Horizont

In Analogie zum Vorgehen fiir das linear-quadratische Problem werden wir jetzt
vom Problem auf endlichem Zeitintervall zum Problem auf unendlichem Zeitin-
tervall iibergehen.

Die folgenden Begriffe werden in der Formulierung des Hauptresultats be-
notigt. Eine Matrix P(s), deren Eintriige Polynome sind, heifit polynomiale
Matrix. Elementare Zeilen-Operationen sind Vertauschung von zwei Zeilen, Ad-
dition einer Zeile multipliziert mit einem Polynom zu einer anderen Zeile, und
Multiplikation einer Zeile mit einer Konstanten; analog sind elementare Spalten-
Transformationen definiert. Jede Polynommatrix kann durch elementare Zeilen-
und Spalten-Transformationen auf die sogenannte Smith-Normalform gebracht
werden,

P(S) = diagmxn[wl(s)v ceey ’@[}T(s)v Oa ) 0]7
wobei die 1;(s) Monome sind, so dass fiir alle ¢ das Polynom ; das Polynom
;41 teilt. Die Polynome 1, ...., %, heiflen nichttriviale invariante Faktoren der
Polynommatrix P(s).
Fiir das System (7.2) betrachte die (n + p) x (n + m)-Polynommatrix

sI-A -B
C D |-

Die Nullstellen der nichttrivialen invarianten Faktoren heiflen die Nullstellen des
Systems. Thre Bedeutung liegt darin, dass eine Nullstelle einen nichttrivialen
Input liefert, der sich nicht auf den Output auswirkt.

Proposition 7.6 Sei A € C und es seien zg € R™ und ug € R™, so dass

sI-A -B o | | O
C D Uug o 0 ’
Definiere u(t) = eMug,t > 0. Dann ist der Output zum Anfangswert xo und zur
Kontrolle u(-) gleich 0, d.h., z(t) = Cx(t) + Du(t) = 0,t > 0.

Beweis. Die Funktion z(t) := eMxg,t > 0 erfiillt z(0) = zo,#(t) = Az(t) +
Bu(t), weil

@(t) — Az(t) — Bu(t) = AeMzo— AeMag— BeMug = e (M — A)zg — Bug)] = 0

und 2(t) = Cx(t) + Du(t) = eM[Cxo + Duy) = 0. m
Das folgende Theorem ist die Hauptaussage zur H..-optimalen Steuerung
mit Zustandsfeedback.

Theorem 7.7 Betrachte das System (7.2) und wihle eine Konstante v > 0.
Das System (A, B,C, D) habe keine Nullstellen auf der imagindren Achse und
die Matriz D sei injektiv. Dann sind dquivalent:

(i) Es gibt ein Zustands-Feedback u(t) = Fx(t), so dass fir die Feedback-
Transfer-Matriz |Gp|| < v gilt.

(it) Es gibt P € R"*", so dass P > 0 und P die ARE

0=A"P+PA+C"C+~2PEE"P—(PB+C"D)YD'D)"Y(B"P+D'C)
(7.6)
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lost, und die Matriz Aq is stabil,
Ay:=A+~2EE'P-B(D'D)"(B'"P+D'0). (7.7)
Erfillt P die Bedingungen in (ii), so gelten die Bedingungen in (i) fir
F:=—(D'D)"Y(B"P+D'C). (7.8)

Bemerkung 7.8 In (i) wird die Stabilitit der Matriz Ay gefordert. Um zu
zeigen, dass (i) gilt, werden wir P > 0 benutzen, um die Stabilitit von A+ BF
nachzuweisen. Ferner sieht man

Ay :=A+BF+~"2EETP. (7.9)

Fiir den Beweis von Theorem 7.7 skizzieren wir zunichst den Beweis,
dass (ii) aus (i) folgt. Dabei konnen wir nicht direkt das Resultat auf endli-
chem Zeitintervall benutzen, sondern miissen noch einen Endpunkt-Strafterm
einfiigen.

Eine Verschirfung der Resultate im linear-quadratischen Fall (siehe Trentel-
man, Stoorvogel and Hautus [16, Section 10.5]) zeigt, dass es eine symmetrische
Losung L der ARE

ATL+LA+C'C—(LB+C'D)YD'D)"(LB+C'D)" =0  (7.10)
gibt, so dass
A-B(D'D)"Y(LB+CTD)

stabil ist. Definiere
T
Co(u, d,&,T) = / [2(8) T 2(t) — v2d()] dt + 2(T) T La(T),
0

wobei z der Output zu den Inputs u,d und Anfangsbedingung z(7) = £ ist.
Betrachte dann das Kriterium

Ci(¢,T) :=supinfCr(u,d,&,T).
d v

Die Idee fiir den Strafterm z(T')" Lx(T) ist, dass nach der Zeit T die Storung
d € L?[0,00) klein ist und daher d(t) = 0 eine gute Approximation ist. Der Wert
des Optimierungsproblems auf [T, o0) ist dann #(T) T Lz(T), und man kann dies
als Néherung fiir den optimalen Term [.° [2(t) " 2(t) — 42d(t)] dt nehmen.

Man kann dann zeigen, dass die Losung der Riccati-Differentialgleichung mit
P(0)=L

P=A"P+PA+C"C+~?PEE"P—(PB+C"D)D'"D)"Y(B"P+D'C)

auf [0,00) existiert und dass P(t) wachsend in ¢ und beschrinkt ist. Es folgt,
dass P(t) — P fiir t — oo, wobei P eine Losung der ARE (7.6) ist. Dann muss
noch gezeigt werden, dass die Matrix A, in (7.7) stabil ist und die Bedingungen
in (ii) sind erfiillt.
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Fiir den Beweis, dass (i) aus (ii) folgt, ist zu zeigen, dass das Feedback F' aus
(7.8) die Bedingung in (i) erfiillt. Wir zeigen, dass das Feedback stabilisierend
ist. Mit F = —(DTD)~1(BTP+ DTC) gilt
(C+ DF)"(C + DF)
=C'"C+C'"DF+F'D'"C-F'D'"D(D"D)"(B"P+D'C)
=C'"C+C'DF+F'D'C-F'(B"P+D'0)
=C'"C+C'DF-F'B'P.

Also ist die ARE (7.6) dquivalent zu

0=(A+BF)"P+P(A+ BF)+(C+ DF)'(C+DF)+~2PEE'P
= A"P+PA+F'B'"P+PBF+C'C+C'DF —F'B"P+~2PEE'P
=A"P+PA+C'C+PBF+C"DF+~"2PEE'P
=A"P+PA+C"C+ (PB+C"D)F+~"2PEE'P.

Ist daher z ein Eigenvektor von A + BF' zum Eigenwert A, so folgt
2(ReX) 2" Pz = —y 2 ||ET Pz||” — |(C + DF)z|)*.
Wir sehen, dass aus Re A > 0 folgt HETPJCH = 0 und dann mit (7.9)
(A+BF +~2EE"P)x = \z.
Diese Matrix ist nach Annahme stabil und wir erhalten den Widerspruch Re A <
0. Wir folgern, dass A + BF stabil ist.

Schlielich kann man mit einer Vervollstindigung von Quadraten zeigen,
dass fiir Anfangszustand 0 und u = Fz und alle d € L?

/ : [18) 112 =2 [[dcey?|] at = - / 22 ) - B2 dt <.
0 0

Daher ist die Hoo-Norm kleiner gleich v (man kann auch zeigen, dass sie echt
kleiner als v ist). Das Feedback u = Fz erfiillt damit die Bedingungen in (i).
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