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ii INHALTSVERZEICHNIS

Vorbemerkung

Diese Vorlesung gibt eine Einfiihrung in die Theorie gewthnlicher Differentialgleichungen. Sie
richtet sich in erster Linie an die Studierenden des Bachelor-Studiengangs Mathematik und des
Lehramt—Studiengangs Gymnasium. Als Vorkenntnisse geniigen die Grundveranstaltungen Ana-
lysis I und II sowie Lineare Algebra I und II.

Von Zeit zu Zeit werden auch weiterfithrende Resultate erwihnt und es werden Querverbin-
dungen zu anderen Gebieten der Mathematik aufgezeigt.

Von den zahlreichen einfithrenden Biichern in die Theorie von gewohnlichen Differentialglei-
chungen sei hier insbesondere auf die Biicher [7] von L. Griine und O. Junge, [15] von W. Walter,
sowie [4] von B. Aulbach hingewiesen.

Die angegebenen Referenzen werden, auch ohne besonderen Hinweis im Text, intensiv benutzt.



Kapitel 1
Einfiihrung

In erster Anndherung ist eine gewthnliche Differentialgleichung eine Gleichung fiir eine Funktion
einer Variablen, in der die Funktionswerte und die Ableitungen fiir jeden Wert des Arguments in
Beziehung gesetzt werden.

Die Differential- und Integralrechnung ist historisch zusammen mit der Theorie gewshnlicher
Differentialgleichungen aus dem Versuch entstanden, Bewegungsgesetze von starren Korpern (Pla-
neten) zu verstehen. Die Entstehung der Analysis ist also untrennbar mit der Entstehung der
Theorie gewshnlicher Differentialgleichungen verbunden. Heutzutage werden grundlegenden Vor-
lesungen zur Analysis und zur Theorie von Differentialgleichungen getrennt angeboten. Zugleich
ist diese Theorie einer der ersten Beriihrungspunkte zwischen Mathematik und Physik; ihre Be-
deutung reicht auch in viele andere Wissenschaften hinein.

1.1 Anwendungsbeispiele

In diesem Abschnitt sammeln wir einige Differentialgleichungen, die bei der Modellierung realer
Phénomene auftreten.

Populationsmodelle. Es sei z(t) die Groe einer Population zur Zeit ¢ (zum Beispiel die
GroBe der Weltbevolkerung im Jahr ¢ oder die Zahl der Atome einer radioaktiven Substanz). Sei

i(t) = %x(t)

die momentane Anderung zur Zeit t. Ist die Anderungsrate

(%)

a(t)

unabhéngig von ¢, so erhélt man
z(t) = az(t). (1.1.1)

Dann gilt, nach elementaren Resultaten aus der Analysis,
z(t) = e"z(0).

Fiir das Wachstum der Weltbevolkerung ist zum Beispiel fiir die Zeit 1700-1971 a = 0.02 eine
gute Ndherung. Kennt man hier also das Entwicklungsgesetz (1.1.1) so kann man die zeitliche
Entwicklung beschreiben. Insbesondere erhiilt man fiir a > 0 ein exponentielles Wachstum, fiir
a < 0 eine exponentielle Abnahme. Wihrend diese Gleichung als Modell fiir die Entwicklung der
Weltbevilkerung nur beschriankt tauglich ist, beschreibt es mit sehr grofier Prizision den Zerfall
radioaktiver Stoffe.

Ein verfeinertes Populationsmodell erhéilt man, wenn die Zuwachsrate a von der Populations-
grofle abhiingt, @ = a(x), also

& =a(x)x

1



2 KAPITEL 1. EINFUHRUNG

(der Kiirze halber lassen wir hier das Argument ¢t weg).
Zum Beispiel wurde von Verhulst (1837) das folgende Modell fiir die Entwicklung der Weltbe-
volkerung vorgeschlagen:
a(x) = ag — bx mit ag,b > 0,

also
& = apx — bx?.

Dann ist z(t) = % eine konstante Losung, ebenso z(t) = 0. Fiir 0 < z < 92 ist apx — bx® > 0,
also ist £ > 0 und daher x hier monoton wachsend. Ferner gilt fiir die zweite Ableitung
d2
&= P apt — 2bxd = (ag — 2bx)(ag — bx ).

Wegen ap — bx > 0 ist & > 0 fir 0 <z < ¢ und & < 0 fir 5% < 2 < 2. Die obige Diskussion

erlaubt es, den Verlauf von Losungen z(t) in Abhingigkeit von der Zeit ¢ zu skizzieren. Dabei kann
%0 als Sattigungswert interpretiert werden (zum Beispiel wegen Begrenztheit der Ressourcen).

Das folgende Modell fiir die zeitliche Entwicklung von zwei Spezies stammt (nach Beobach-
tungen von Fischpopulationen im Mittelmeer wihrend des ersten Weltkriegs) von V. Volterra
(1931).

Seien z(t) und y(t) die momentane Grofie der Beute-Spezies bzw. der Riuber-Spezies und

&= (a—by)x
y=(—c+dzx)y

hierbei sind die Konstanten a,b,c,d > 0 durch Beobachtungen zu bestimmen. Die Zuwachsrate
der Beute-Spezies ist

z

—=a—by

x
wird also durch die Griofle der Réuber-Population vermindert; analog wird die Zuwachsrate der
Réauber-Population .
¥ _ —c+dx
Y
durch die Grofie der Beute-Population vermehrt.

Ein weiteres verfeinertes Réuber-Beute-Modell ist zum Beispiel das Volterra-Verhulst Modell

(mit Konstanten aq,as,b1,be,d;,d2 > 0)

&= a1z — bizy — box?

y = —asy + divy — doy?®.

Die Konkurrenz zweier Spezies um gleiche (Futter-)Ressourcen kann man folgendermafien model-
lieren:

T =a1x—bxy— boz?

Y =agy — dizy — d2y2.

Ein Problem dieser Populationsmodelle ist, dass die Populationsgréfie eine natiirliche Zahl ist;
Modellierung durch eine Differentialgleichung macht also nur Sinn fiir grofle Populationen. Alter-
native Modelle benutzen Differenzengleichungen, bei denen der Differentialquotient durch einen
Differenzenquotienten ersetzt wird.

Klassische (und wesentlich éltere) Beispiele von gewshnlichen Differentialgleichungen stammen
aus der Mechanik. Newtons Gesetz besagt, dass die Beschleunigung proportional zur ausgeiibten
Kraft ist, also

d2
—ax=:%=F.
dt?
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Ist die Kraft F' = f(z) abhingig von z, so erhilt man eine Differentialgleichung der Form

Ein Beispiel ist das sogenannte Zwei-Korper-Problem, bei dem die Bewegung zweier unterschiedlich
grofier Korper (zum Beispiel Erde und Sonne) unter dem Einfluss der Schwerkraft, die umgekehrt
proportional zum Quadrat der Entfernung ist, gesucht wird.

Da sich die Bewegung im R? abspielt, haben x und # also im Allgemeinen jeweils drei Kompo-
nenten (zwei reichen hier aber aus). Aus diesen Bewegungsgleichungen lassen sich die Keplerschen
Gesetze herleiten, die von Kepler (1609, 1619) nur aus Beobachtungen hergeleitet wurden.

(i) Jeder Planetenorbit ist eine Ellipse, mit der Sonne in einem Brennpunkt.!

(ii) Eine Linie von der Sonne zu einem Planeten iiberdeckt in gleichen Zeiten gleiche Gebiete.

(iii) Die Periodenléingen T' (Umlaufzeiten) der Orbits verhalten sich zueinander wie a®/2, wobei
a die groBe Ellipsen-Halbachse ist.2.

Sind also zum Beispiel T und Ty die Umlaufzeiten von Erde und Venus und ag und ay die
entsprechenden Halbachsen, so gilt % = %

Isaac Newton (1684) gelang es erstmals, eine dynamische Erklarung fiir diese Gesetze (ins-
besondere fiir das dritte Gesetz) herzuleiten. Man kann in der Tat die Keplerschen Gesetze aus
der Differentialgleichung fiir das Zwei-Korperproblem herleiten, bei dem die momentane Kraft F
proportional zu dem inversen Quadrat des Abstands r der beiden Massenpunkte ist,

P gMm

r2 7
hierbei ist g die Gravitationskonstante und M und m sind die beiden Massen; siehe hierzu z.B.
Acheson [1, Chapter 6].

Anstelle der hierzu gehorenden, etwas komplizierten Differentialgleichungen diskutieren wir ein
einfacheres mechanisches System.

Das Pendel. Wir betrachten ein Pendel, das aus einer masselosen starren Stange der Linge
[ und einem daran befestigten Massepunkt besteht. Das Pendel soll sich unter dem Einfluss der
senkrecht nach unten wirkenden Schwerkraft befinden. Wir bezeichnen die Winkelposition des
Pendels mit ¢ € [0, 27), so dass ¢(t) die Winkelgeschwindigkeit und ¢(t) die Winkelbeschleunigung
zum Zeitpunkt ¢ bezeichnet. Die Lage, Geschwindigkeit und Beschleunigung des Punktes M des
sich auf dem Kreis mit Radius [ bewegenden Punktes erhilt man einfach durch Multiplikation von
o(t), $(t) und $(t) mit . Zur Herleitung einer Differentialgleichung fiir ¢ benutzen wir wieder das
Newtonsche Kraftgesetz:

Kraft = Masse mal Beschleunigung

zu jedem Zeitpunkt ¢. Hier ist Masse mal Beschleunigung gegeben durch
ml@(t).

Die zur Zeit ¢t wirkende Kraft ist die tangentiale Komponente der (nach unten gerichteten) Schwer-
kraft —mg, also

—mgsin ¢(t).

Dariiberhinaus beriicksichtigen wir eine Reibungskraft, die der momentanen Geschwindigkeit pro-
portional und entgegengesetzt ist, also

—ko(t)

I Ellipsen sind beschrieben durch 2—; + z—; =1,a > b > 0, Exzentrizitit e := /1 — Z—i, Fokus (+ae, 0).

2Mit dem dritten keplerschen Gesetz konnten die relative Abstinde der Planeten im Sonnensystem berechnet
werden. Erst der Venustransit 1761 und 1769 ermoglichte es, die Entfernung der Erde zur Sonne und damit die
Grofle des Sonnensystems zu berechnen; eine spannende Darstellung liefert: Andrea Wulf, Die Jagd auf die Venus
und die Vermessung des Sonnensystems, C. Bertelsmann 2012.
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mit einer Proportionalitétskonstanten k (dies ist eine stark vereinfachende Annahme! Die Model-
lierung von Reibungskriften ist im Allgemeinen schwierig). Wir erhalten nach Newton also

—mgsinp(t) - k(t) = mig()

oder k
. _ Kk g .
$t) = —7—¢ — sine.

In dieser Gleichung entspricht ¢ = 0 dem senkrecht nach unten hiingenden Roboterarm und ¢ = 7
dem senkrecht nach oben stehenden Roboterarm.

Nimmt man zusétzlich an, dass ein Motor am Drehpunkt angebracht ist, der eine Kraft (oder
ein Drehmoment) u(¢) auf den Roboterarm ausiibt, so erhélt man ein Regelungssystem der Form

. k 9 .
p=—g P jsmgo—i—u(t).

Solche Systeme werden in der Regelungs- oder Kontrolltheorie studiert, wo man etwa daran inter-
essiert ist, Steuerungen u(-) zu finden, fiir die der Roboterarm eine festgelegte Bewegung ausfiihrt;
siehe etwa Sontag [14] oder Knobloch/Kappel [12]. Wir bleiben bei der ungesteuerten Version (mit
u(t) = 0). Der Kiirze wegen sei | = m = g = 1 und wir betrachten jetzt den ungedédmpften Fall,
in dem k = 0 gesetzt wird, also

¢ = —sinp.
Der folgende Trick erlaubt es, nur mit Ableitungen erster Ordnung zu arbeiten: Wir setzen

)T

v = (v1,22)" = (0,9)"

und erhalten das System

. . . 1 T2
T1 = T9, Ty = —kxo + 21, als0 2= | . = ) .
T2 —SIma
€2
—sinxq

Die rechte Seite f(x) = [ } ordnet jedem Punkt 2 € R? einen Vektor zu, man spricht

daher von einem Vektorfeld f(z),z € R2. Daraus kann man schnell einige spezielle Losungen
ablesen: In den Punkten 2} = (km,0)T mit k € Z gilt f(z}) = 0. Die zeitliche Ableitung der Losung
ist also gleich Null und damit sind die Losungen zeitlich konstant. Man bezeichnet solche Lésungen
als Ruhelagen oder Gleichgewichtspunkte. Geometrisch ldsst sich die Differentialgleichung
& = f(x) als die Forderung interpretieren, dass jede Losungskurve in jedem Punkt tangential
zum Vektorfeld f verlduft. Man kann den Verlauf einiger Losungskurven an Hand des Vektorfelds
vermuten: es gibt geschlossene Kurven und wellenformige Kurven.

Diese Diskussion zeigt alternative Moglichkeiten, die Lésungen von & = f(z) darzustellen: In
ihrem zeitlichen Verlauf, wie fiir das erste Beispiel, oder als Kurven in ihrem zeitlichen Verlauf im
sog. Zustandsraum, hier im R?.

Wir studieren genauer die Position ¢ = 7 fiir

@ =—kp—singp.

Setzen wir ¥ := ¢ — 7, so dndern sich die Gleichungen zu

h(t) = —kip(t) — sin[(t) + .

Die Ruhelage in der senkrechten Position (t) = 0 mit Geschwindigkeit ¢ = 0 ist offenbar eine
Losung dieser Differentialgleichung. Aus physikalischen Griinden ist klar, das diese Losung instabil
ist. Fiir kleine Auslenkungen kehrt das Pendel nicht in die Ruhelage zuriick. Ein wesentlicher
Teil der Theorie von Differentialgleichungen beschiiftigt sich damit, dieses Stabilitéitsverhalten zu
analysieren. Damit werden wir uns in der zweiten Semesterhélfte beschiftigen und beschréinken uns
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hier auf die folgenden Bemerkungen. Der Sinus-Term ist nichtlinear; wir konnen aber ein “lineares”
System herleiten, indem wir fiir “kleine” Abweichungen ¥ ~ 0 die Approximation erster Ordnung

sin[m 4 ¢] &~ sinw 4+ (d sinx) Y =—1

dzx |z=m

benutzen. Man erhilt

D(t) + k(L) — () = 0.

Schreiben wir wieder
1 =1 und z2 = 9,

[a]=[9 A2

Wir hoffen natiirlich, dass diese Gleichung das Verhalten des Ausgangsystems in der Nihe der
(oberen) Ruhelage annéhernd beschreibt. Dieses Vorgehen (Linearisierung des Systems) werden
wir spiter mathematisch analysieren.

so erhilt man

Alle physikalisch-technischen Anwendungen mit rédumlich inhomogenen Vorgéingen werden an
Stelle von gewohnlichen Differentialgleichungen durch partielle Differentialgleichungen beschrie-
ben. Beispiele sind die Wirmeleitungsgleichung (x bezeichnet die rdumliche Variable)

ou(t,z)  0%u(t, )
o 02

, (t,r) e R xR,

oder die Wellengleichung
O*u(t,x)  O%u(t,z)
oz Ox2

Die Theorie (und Numerik) partieller Differentialgleichung ist ein eigenes, weit verésteltes Gebiet,
dem auch eigene Lehrveranstaltungen gewidmet sind. Man kann die Beschiiftigung mit gewohn-
lichen Differentialgleichungen auch als Vorbereitung fiir das Studium partieller Differentialglei-
chungen sehen In dieser Vorlesung werden partielle Differentialgleichungen nur ganz am Rand
auftreten.

Historische Anmerkungen zur Geschichte der Theorie gewthnlicher Differentialgleichungen fin-
det man zum Beispiel im ersten Kapitel des Buches Hairer/Norsett/Wanner [9]. Eine Fiille von
sehr ausfithrlich dargestellten Anwendungsbeispielen findet man in M. Braun [6]. Das Buch [11]
von Hirsch/Smale/Devaney bietet eine Einfithrung in gewohnliche Differentialgleichungen, die ei-
nerseits auf Linearer Algebra aufbaut und andererseits zur allgemeineren, modernen Theorie dy-
namischer Systeme hinfiihrt.

, (t,z) e R xR,

1.2 Einige einfache Resultate

Wir betrachten die folgende Klasse von Differentialgleichungen.

Definition 1.2.1 Sei A € R"*™. FEine differenzierbare Funktion x : R — R™ heifst Losung der
(linearen autonomen) Differentialgleichung in R™

i = Az, (1.2.1)

falls fiir allet € R gilt
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Aus den Grundveranstaltungen ist bekannt, dass die Matrix-Exponentialfunktion

o0 4k

Zt 4*

eine Potenzreihe in R™*" (identifiziert mit R”Q) mit Konvergenzradius oo ist und dass gilt:
eA0 =T, eAtHs) — eAteAS figr alle ¢, s € R.

Ferner diirfen wir die Reihe gliedweise differenzieren. Es folgt

d e tkl e

tkfl e tlc
oAt _ k k_ Uqk _ q At _ AL
§ :k: A ;:1: = 1)!A A;:O: AN = At = eMA, (1.2.2)

Man erhiilt das folgende Resultat.

Proposition 1.2.2 Sei A € R™"*"™. Fir jedes xg € R™ ist

k
z(t) = eMay = ( 12' t’f) (1.2.3)
k=0

die eindeutige Losung von (1.2.1) mit x(0) = .
Beweis. Nach (1.2.2) gilt fiir x aus (1.2.3)

Ao (Do g
dtx(t) = (dte ) xg = Ae”xg = Ax(t).

Zum Beweis der Eindeutigkeit sei y(t),t € R, eine beliebige Losung mit y(0) = zo. Aus der
Produktregel ergibt sich

%e-f“y(t) = —e M Ay(t) + e Ay(t) = 0.

Demnach ist e~4*y(t) konstant in ¢, und wegen e~4%(0) = z, folgt also
e~ Ay(t) = xp fiir alle t € R.

Multiplikation von links mit e4* liefert dann y(t) = eAzy = z(t) fiir alle ¢ € R und damit die
Behauptung. m
Die Aussage dieser Proposition wird auch so formuliert: das Anfangswertproblem

& = Az, x(0) = xo,

besitzt eine eindeutige Losung auf R.

Im Folgenden diskutieren wir einige weitere Beispiele von Differentialgleichungen. Losungen
von
T =2tz (1.2.4)
sind gegeben durch

2

z(t)=ce’, teR,

fiir Konstanten ¢ € R. In der Tat gilt

oty =c2t e’ =2t z(t), teR.
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Gleichung (1.2.4) ist ein Spezialfall der folgenden skalaren linearen Differentialgleichung
T =a(t)r (1.2.5)

mit einer stetigen Funktion a : R — R. Dann ist die eindeutige Losung mit der Anfangsbedingung
x(to) = o € R gegeben durch

x(t) = elio ()4 zo, t € R,

Die Existenz folgt mit der Kettenregel und die Eindeutigkeit folgt mit dem gleichen Trick wie in
Proposition 1.2.2: Ist y(t),t € R eine Losung mit y(tg) = xg so zeigt man, dass

d _ al(s S als S
p (e Jig a()d y(t)) =0, also y(t) = elio @) zo,t € R.
Losungen von
&= a2 (1.2.6)
sind gegeben durch
1
t) = — t
o) =~ 1 e,
fiir Konstanten ¢ # 0, denn
d d -1 —2 2
—a(t) = ——(t = (t =t
Salt) = o b+ = (t+ o) = a()

Losungen von

i=—a (1.2.7)

sind gegeben durch
z(t) = asint 4+ beost

fiir Konstanten a,b € R.

Bemerkung 1.2.3 Die Bezeichnung t fiir die unabhdngige Variable erinnert an tempus oder time.
Dies ist hdufig, aber durchaus nicht immer, auch ihre Interpretation. Manchmal werden anstelle

vont,x die Variablen x,y verwendet mit %y(x) = y'(x). Dann haben zum Beispiel die Gleichungen
(1.2.6) und (1.2.7) die Form

Y (2) = y(2)? baw. y"(z) = —y(2).

1.3 Lo&sungsbegriff und Differentialgleichungen Héherer Ord-
nung

In diesem Abschnitt spezifizieren wir den Losungsbegriff fiir Differentialgleichungen, und zeigen,
wie man Differentialgleichungen hsherer Ordnung auf solche erster Ordnung zuriickfithren kann.
Wenn wir im Folgenden von einem Intervall sprechen, schliefen wir immer den trivialen Fall
einpunktiger Intervalle aus.

Definition 1.3.1 FEs sei F': D — R"™, wobei D C R x R™" offen ist. EFine m-mal differenzierbare
Funktion x : J — R™, J C R ein Intervall, heifit Losung der Differentialgleichung

o™ = F(t,x, &, %, .., D), (1.3.1)
falls fir alle t € J gilt
m dm ) B dm—lx
2(0) = () = F(t,2(0) #(0), 5(0), - Gy (1),

Dann heifst m die Ordnung der Differentialgleichung und n ihre Dimension.
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Dabei ist natiirlich implizit gefordert, dass fiir alle ¢ € I gilt

dm—1g

£ a(t), &(t), #(t), ..., =— (1) ) € D.
( e )

Ist t € J ein Randpunkt des Losungsintervalls J, so fordern wir nur, dass die entsprechenden
einseitigen Ableitungen existieren und die Differentialgleichung erfiillen. Typischerweise sind Dif-
ferentialgleichungen aus der Mechanik zweiter Ordnung.

Der folgende einfache Trick zeigt, dass man Differentialgleichungen hsherer Ordnung auf solche
erster Ordnung zuriickfithren kann.

Proposition 1.3.2 (i) Es sei x : J — R™ eine Losung von (1.8.1). Dann ist
(x, @y ..., x(mfl))
Lésung der folgenden Differentialgleichung erster Ordnung

.’1"}1 = T2 (1.3.2)

i’2:$3

i‘m = F(t,il?1, o, ...,xm_l).
(ii) Ist umgekehrt (z1,...,xy) : J — R™™ Lésung von (1.3.2), so ist x = x1 Losung von (1.8.1).

Beweis. Dies ist offensichtlich aus den Definitionen. =

Dies Resultat zeigt, dass man sich fiir alle allgemeinen Fragen (etwa nach der Existenz und
Eindeutigkeit von Losungen) auf Gleichungen erster Ordnung beschrinken kann. Dies schlieft
allerdings nicht aus, dass Gleichungen zweiter Ordnung, wie sie in der Mechanik auftauchen,
spezielle Eigenschaften haben, die sich nicht in der allgemeinen Theorie wiederfinden.

Offenbar gibt es auch allgemeinere Differentialgleichungen, bei denen man nicht nach der héchs-
ten Ableitung auflssen kann, die also nicht die Form (1.3.1) haben. Dies fiihrt insbesondere auf
sogenannte differentiell-algebraische Gleichungen, die in den letzten Jahrzehnten auf Grund ih-
rer hohen Anwendungsrelevanz (zum Beispiel in der Schaltkreis-Simulation) verstirkt untersucht
werden. Im Rahmen dieser Einfithrung werden wir ihre Theorie nur streifen. Hier bemerken wir
nur, dass die Existenz von Losungen sehr problematisch ist, wenn man nicht nach der hochsten
Ableitung auflosen kann, wie das Beispiel

() +1=0

zeigt.



Kapitel 2

Existenz und Eindeutigkeit von
Losungen

In diesem Kapitel beginnen wir die systematische Theorie gewohnlicher Differentialgleichungen,
indem wir Sétze iiber die Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen beweisen.

2.1 Problemformulierung

Wir betrachten das folgende Anfangswert-Problem fiir eine Differentialgleichung erster Ord-
nung. Es sei f : D — R"™ eine stetige Funktion auf einer offenen Teilmenge D C R x R™, und es sei
(to, o) € D gegeben. Gesucht ist eine differenzierbare Funktion z : J — R™, definiert auf einem
Intervall J mit tg € J, so dass

(t) = f(t,z(t)) fur alle t € J und z(ty) = xo. (2.1.1)

Gesucht ist also eine Losung, die auch die Anfangsbedingung x(tg) = zo erfiillt. Offenbar ist
jede Losung dieser Differentialgleichung sogar stetig differenzierbar, weil die Komposition stetiger
Funktionen stetig ist.

Wir erinnern daran, dass eine Menge offen ist, falls jeder ihrer Punkte eine Kugel mit positivem
Radius enthilt. Insbesondere ist D C R x R™ offen, falls fiir jedes (o, o) € D ein & > 0 existiert,
so dass

B(to, z0;€) :={(t,z) e RxR" | |t — to| < e und ||z — zo| < e} C D;

dabei ist ||-|| irgendeine Norm auf R™.
Die folgenden Beispiele illustrieren die Schwierigkeiten bei der Frage nach der Existenz und
Eindeutigkeit von Losungen.

Beispiel 2.1.1

-1 fir t<O
z = f(t,x) mit f(t,x) = 0 fir t=0
1 fir t>0

Die einzigen Losungskandidaten fiir diese Differentialgleichung mit unstetiger rechter Seite f sind
offenbar

xz(t) = |t| + ¢
mit ¢ € R. Diese Funktionen sind int = 0 nicht differenzierbar, also gibt es fiir Anfangsbedingungen

der Form xz(0) = zo keine Ldsungen, die auf einem Intervall J, das 0 im Innern enthilt, also
0 € intJ, definiert sind..



10 KAPITEL 2. EXISTENZ UND EINDEUTIGKEIT VON LOSUNGEN

Beispiel 2.1.2 Fiir # = x2 sind, wie oben gezeigt,die Funktionen

1
= —— t+£—
2(t) = s t# =

Losungen. Zum Beispiel erhdlt man fir den Anfangswert x(—2) =1 die Lisung

x(t) =

———, t € (—o0,—1).
T € (=00, -1)

Diese Lisung ist also nur auf dem Teilintervall J := (—oo, —1) definiert und wird unbeschrinkt

firt / —1.

1 fir >0
Beispiel 2.1.3 Mit der Signum-Funktion signz := 0 fir =0 Dbetrachte
-1 fir x<0.

i = signz - /|z|, x(0) = 0. (2.1.2)

Neben der trivialen Lésung x(t) = 0,t € R, gibt es unendlich viele Losungen auf R gegeben fiir
a >0 durch

+1(t—a)? fir t>a«
xa(t):{ ! 0 fir t<a.

In den Beispielen 2.1.2 und 2.1.3 findet man also bei stetiger rechter Seite Loésungen von
Anfangswertproblemen auf einem offenen Intervall, das die Anfangszeit enthiilt. Dabei muss die
Losung nicht eindeutig sein; hierfiir braucht man also stéirkere Voraussetzungen.

2.2 Lipschitz-Stetigkeit und die Gronwall-Ungleichung

Fiir die Eindeutigkeit der Losungen von Anfangswertproblemen reicht, wie gesehen, Stetigkeit der
rechten Seite nicht aus. Stattdessen ist der folgende Begriff relevant.

Definition 2.2.1 Sei D C R x R” offen und f : D — R"™ stetig. Dann heifit f Lipschitz-stetig
beziiglich x, falls fiir jedes (to,xo) € D eine Umgebung U und eine Konstante L > 0 existieren mit

1f (&, 21) = f(t,z2)|| < Llzy — 2o fiir alle (¢,21), (£, 22) € U.
Dabei heifit L = L(to, xg) Lipschitz-Konstante.

Will man betonen, dass die Lipschitz-Konstante L von dem betrachteten Paar (¢, o) abhiingt,
so spricht man auch von lokaler Lipschitz-Stetigkeit.

Beispiel 2.2.2 Die Funktion f(x) = |z| auf R ist Lipschitz-stetig. Die Funktion f(x) = +/|x| ist
nicht Lipschitz-stetig in x = 0, weil fiir

[f(x) = f(O)]
|z = 0]

= ’xil/Q‘ — o0 firx — 0, x #0.
Wir werden zeigen, dass Lipschitz-Stetigkeit eine Abschwéchung von stetiger Differenzierbar-
keit ist. Zunéichst erinnern wir an die Definition von stetiger Differenzierbarkeit.
Eine Abbildung f = (f;) : R® — R™ ist stetig differenzierbar in zy € R", falls die partiellen
Ableitungen gz"_ (z) in einer Umgebung von z( existieren und stetig in z sind.
J
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Bemerkung 2.2.3 FEtwas abstrakter kann man das folgendermafen formulieren: Die Ableitung
einer Funktion f : R™ — R™ in xo € R™ ist (falls existent) die lineare Abbildung f'(xo) = D f(xo) :

R" — R™ mit
b 1£@) = f @) = Df @)z = 20)|

=0.
llz—o—0 |z — zo|

Beziiglich der kanonischen Basen in R™ und R™ wird D f(xq) durch die Jacobi-Matriz (W" (x0)> A

ox; i
dargestellt. Ist f fiir alle x in einer Umgebung U von xo differenzierbar, so ist die stetige Diffe-
renzierbarkeit dquivalent dazu, dass die (nichtlineare) Abbildung x — Df(x) : U — R™*™ stetig
in xo ist; hierbei wird R™*™ mit einer Matriz-Norm betrachtet.

Die folgende Proposition zeigt, dass stetig differenzierbare Abbildungen Lipschitz-stetig sind.

Proposition 2.2.4 Fir eine offene Menge D C R x R™ sei f : D — R" stetig und beziiglich
x differenzierbar, und D, f(t,z) : R™ — R™ hdnge stetig von (t,xz) € D ab (also alle partiellen
Ableitungen %fi(t,a:) sind stetig in (t,x)). Dann ist f Lipschitz-stetig beziiglich x.

Beweis. Fiir (tg,29) € D und € > 0 gibt es wegen der Stetigkeit eine Umgebung I x V' C D mit
1D f(t,x) — Dy f(to, z0)|| < e fiir alle (¢,z) € I x V.
Also folgt fiir alle (t,z) € J XV

D, f(t, )| < | Def(to, 0)|| + || Duf(t,x) — Dy f(to, z0)||
< |IDs f(to, xo)|| + & =: L.

Es gibt § > 0, so dass B(zg;9) = {z € R, ||z — z¢|| < 6} C W. Dann folgt nach dem Mittelwert-
satz fiir alle (¢, 1), (t,22) € J x B(xo;9)

1£(t,21) = F(t22)l < sup [[Daf(t 21+ (@2 — 21|l o2 — 21| < Lllwz — 2l

weil z1 + s(x2 — x1) € B(x0,d) C W fiir alle s € [0,1]. m
Beispiel 2.2.5 Die Funktion f(x) = x? ist Lipschitz-stetig auf R, weil
‘x% — x%! <oy + a2 |x1 — 2.
Es gibt jedoch keine gemeinsame Lipschitz-Konstante L fiir alle Punkte x¢ € R.

Die folgende Proposition zeigt, dass bei Kompaktheit lokale Lipschitz-Stetigkeit die globale
Lipschitz-Stetigkeit impliziert. Wir erinnern daran, dass eine Teilmenge von R™ kompakt ist, wenn
sie abgeschlossen und beschrinkt ist. Aquivalent dazu ist, dass jede Uberdeckung durch offene
Mengen eine endliche Teiliiberdeckung enthilt (Satz von Heine-Borel).

Proposition 2.2.6 FEs sei K eine kompakte Teilmenge einer offenen Menge D C R x R™. Ist f :
D — R™ stetig und Lipschitz-stetig beziiglich x, so gibt es eine offene Menge W mit K C W C D,
so dass f : W — R™ global (oder gleichmdf$ig) Lipschitz-stetig ist, das heifit, es gibt eine Konstante
L >0, so dass fiir alle (t,21), (t,22) € W gilt

1t z0) = [t w2)l| < Lfjwg — 2]

Beweis. Zu jedem (t,z) € K existieren nach Voraussetzung eine Lipschitz-Konstante L =
L(t,xz) > 0 und eine offene Umgebung Uy, C D mit

|f(t1,21) — f(t1,@2)|| < L(t, ) ||z1 — x2| fiir alle (t1,21), (t1,22) € Uy o
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Wir kénnen annehmen, dass U, ,, := B(¢, x; 0y ;) fiir §; , > 0. Offensichtlich gilt K C U(t )GKB(t, x;04,5/2),
T

dies ist also eine offene Uberdeckung von K. Weil K kompakt ist, existiert eine endliche Teiliiber-
deckung, das heifit, es gibt es endlich viele (¢;,z;) € K,i = 1,..., N, mit

N
K C UB(ti,aci;éi/Q) =: W mit §; := ¢, 4,
i=1
Daher folgt, dass

N
KcWcWwc UB(t,»,x,»;&i) c D.

i=1
Weil W kompakt ist, ist die stetige Funktion f auf W beschrinkt, es gibt daher ¢ > 0 mit
Il f(t, )| < c fiir alle (t,2) € W.

Setze )
0 :=min{d;/2| i=1,...,N}und L := max{g,L(ti,xi) | i=1,..,N}

Zum Nachweis der Lipschitz-Eigenschaft betrachte nun (¢, x), (t,y) € W.
1. Fall: ||z — y|| < ¢: Es gibt ¢ mit (¢,z) € B(t;,2;;6;/2), und dann ist (¢,y) € B(t;, z;;0;), weil
ly =zl < |ly— | + |l — x| <06+ 6;/2 < 6;. Daher

1f () = fty)ll < Lt @) lz —yll < Lz =yl

2. Fall: [z — y|| > é: Dann ist
2c
1£(t,2) = fty)ll < 2¢= =6 < Lz —y],

Beide Fille zusammen zeigen, dass L eine globale Lipschitz-Konstante ist. m

Als néchstes stellen wir ein grundlegendes Hilfsmittel fiir die Analyse von Differentialgleichun-
gen bereit, das Gronwall-Lemma (dieses Lemma existiert in vielen Varianten, wir benttigen nur
die einfachste Form).

Lemma 2.2.7 (Gronwall) Es sei I = [to,t1] C R ein Intervall und v : I — [0,00) sei eine
stetige Funktion, die fir Konstanten o > 0 und g > 0

t
u(t) <a+ 8 [ u(s)ds firallet el (2.2.1)

erfillt. Dann gilt fir allet € 1
u(t) < aelft=t), (2.2.2)

Beweis. Wir definieren auf I die Hilfsfunktion

ot) = /tu(s)ds.

to

Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung erhélt man aus (2.2.1)
0(t) = u(t) < a+ po(t).
Definiere nun die weitere Hilfsfunktion

w(t) = v(t)e Pt el
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Durch Differenzieren ergibt dies mit der Produktregel

w@%—(ivm)eﬁt+ww<ie5ﬁfﬂa+ﬁwwﬁzm5mweﬁﬂ—mzm
Integration von to bis ¢ liefert wegen w(tp) = 0
w(t) = w(t) — w(te) < % (eBto — ¢=5t) |

Damit ergibt sich
v(t) < 2 eBlt—to) _ %

B B

Fiir u erhélt man daraus und aus (2.2.1)

u(t) < a+ Bu(t) < a+ a0 — o = qeflt=to),

2.3 Eindeutigkeit von L6sungen

In diesem Abschnitt beweisen wir, dass fiir Lipschitz-stetige rechte Seiten das Anfangswertproblem
(2.1.1) hochstens eine Losung auf einem Intervall um ¢ besitzt. Ferner beweisen wir Abschitzungen
fiir approximative Losungen. Dies werden wir fiir Existenzaussagen benotigen.

Wir beginnen mit einer Aussage iiber Eindeutigkeit von Losungen.

Satz 2.3.1 (Eindeutigkeitssatz) Fiir eine offene Menge D C RxR" sei f : D — R™ stetig und
Lipschitz-stetig beziiglich x. Es seien x1 : I; — R™ und x4 : Is — R"™ Ldsungen von & = f(t,z)
mit x1(to) = x2(to) fir ein to € Iy N Iy. Dann gilt x1(t) = x2(t) fir allet € I; N 1.

Beweis. Im Allgemeinen ist I; N I3 nicht kompakt, wir kénnen aber schreiben
o0
LNiy= U Ik,
k=0

mit kompakten Intervallen J, C Ji41 fiir alle k. Daher reicht es, Folgendes zu zeigen: Es sei I ein
kompaktes Intervall mit tg € I C Iy N Iz; dann folgt aus z1(to) = x2(to), dass x1(t) = zo(t) fiir
allet € I.

Da z; und x5 stetig sind, sind die Bildmengen 2 (I) und z2(I) kompakt in R™, also ist auch

K :=1x (x1(I)Uza(]))

kompakt. Nach Proposition 2.2.6 ist die Einschrinkung f : K — R"™ global Lipschitz-stetig mit
einer Konstanten L. Es folgt fiir alle ¢t € I mit t > ¢,

[z1(2) = z2(8)]| = ||21(to) + t f(s,21(5))ds — 2 (to) — t f(s,2(s))ds
< | S (s a(s) = f s, za(s)l| ds

to

<L [ Jns) = o) ds.

Aus Gronwalls Ungleichung, Lemma 2.2.7, folgt daher

Hxl(t) — Q?Q(t)H =0 fiir alle t € I mit ¢t > .



14 KAPITEL 2. EXISTENZ UND EINDEUTIGKEIT VON LOSUNGEN

Fiir ¢t < to benutzen wir den folgenden Trick (Zeitumkehr), der auch allgemein von Interesse ist:
Die Funktion

yl(t) = xl(—t), te —I,

ist Losung des Anfangswertproblems

Y= 7f(7t,y)7 y(ftO) = $1(t0),

denn
Lnlt) = Sr(—1) = ~F(~ta (1) = ~f(~ty(0), € -1

Entsprechend wird ys(t),t € —I definiert. Die rechte Seite erfiillt die gleiche Lipschitz-Bedingung
wie f, und t < tq ist dquivalent zu —t > —ty. Damit folgt die Behauptung aus dem ersten Teil des
Beweises (angewendet auf y; und y2). ®

Bemerkung 2.3.2 Die rechte Seite in unserem Gegenbeispiel (2.1.2) fir eindeutige Ldsbarkeit
ist nicht Lipschitz-stetig in x = 0. Lipschitz-Stetigkeit der rechten Seite ist aber nicht notwendig
fiir eindeutige Losbarkeit: Ein Beispiel findet sich in Hairer, Norsett und Wanner [10, Ezercise 5
in Section I.8].

Bemerkung 2.3.3 Als Spezialfall ergibt sich aus Theorem 2.8.1 und Proposition 2.2.4, dass An-
fangswertprobleme mit einer stetigen rechten Seite f, die stetig nach x differenzierbar ist, héchstens
eine Losung besitzen.

Unsere Strategie, um die Existenz von Losungen nachzuweisen, beruht darauf, zunéichst Ni-
herungslésungen zu konstruieren und dann daraus geeignete konvergente Teilfolgen zu finden, die
gegen eine Losung konvergieren. Dafiir zeigen wir jetzt, mit den gleichen Argumenten wie oben,
eine Abschétzung fiir approximative Losungen, die wir zunéchst definieren.

Definition 2.3.4 Sei e > 0 und f : D — R"™ stetig auf einer offenen Teilmenge D C R x R”™.
Es sei I C R ein beschrinktes Intervall und M C R™ mit I x M C D. Fine stetige Funktion

x: I — M heifit e-Niherungslosung von & = f(t,x), falls
N

(i) I = U I, mit Intervallen I, und die Einschrinkung T stetig differenzierbar ist;

k=1
(ii) fir allek=1,..,N undt € I}, gilt

l&(t) = ft, x(®)] <e.
Hier ist also insbesondere stiickweise stetige Differenzierbarkeit von x verlangt.

Proposition 2.3.5 Es sei x : [ — M eine e-Niherungslosung von & = f(t,x). Dann gilt fir
to,t €l

<elt—tol.

x(t)—x(to)—/t F(s,2(s))ds

Beweis. Fiir ¢ > ¢y kann man [tg,¢] in Teilintervalle [sy, sk11] zerlegen,
N
[t07 t] = U [Ska SkJrl])
k=1

so dass x auf [sy, sg+1] stetig differenzierbar ist. Dann ist

own) —alsn) = [ () ds

Sk
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also

t

w(t) —x(to) — [ f(s,2(s))ds

to

N-1
Z (z(sk41) — z(sk)) — f(s (s))ds

0
1

k=
Nz:/SkH ds—/fsx
/ Ji(s) — (s, ()]l ds

<€ t—to)

Analog argumentiert man fiir ¢t < ¢5. m

2.4 Existenz von Losungen

In diesem Abschnitt beweisen wir die Sétze von Peano und Picard-Lindelof iiber die Existenz von
Losungen.
Zunéchst konstruieren wir approximative Losungen von (2.1.1) als Euler-Polygone.
Voriiberlegung: Eine erste Einschrinkung fiir das Existenzintervall einer Lésung durch (g, zo) €
D C R x R"™ ergibt sich schon aus der Forderung, dass der Graph der Lésung in D bleiben muss.
Es gibt a,b > 0 mit
R:=[to —a,to+ a] x B(zg;b) C D. (2.4.1)

Weil R kompakt ist, nimmt f auf R sein Maximum an,

¢:= max [[f(t2)ll < oo

Ist  eine Losung in R von & = f(¢,x) durch (¢, zg), so folgt

/fsa: ))ds

Gilt daher auBerdem |t —to| < 2, so ist gesichert, dass der Graph der Losung in R bleibt, weil
dann

|2(t) — z(to)|| <clt—tol.

b
lz(t) — z(to)ll < e =b.
Lemma 2.4.1 Mit den obigen Bezeichnungen set o := min (a, g) Dann existiert fiir jedes € > 0
eine e-Niherungslosung x : [to — a, tg + o] — B(xg;b) mit x(tg) = zo und
lz(t) —x(s)|| < c|t —s| fir allet,s. (2.4.2)

Beweis. Weil f auf der kompakten Menge R stetig ist, ist f gleichméflig stetig, es existiert also
fiir e > 0 ein 6 > 0, so dass fiir alle (¢,2),(s,y) € R

[t —s| <dund ||z —y| <0 impliziert || f(¢,z) — f(s,y)]| <€ . (2.4.3)

Im Folgenden schreiben wir die Argumente nur fiir [to,to + «] auf; fiir [to — «, tg] argumentiert
man analog. Zerlege [to, to + a] in Teilintervalle

to <ty <..<tpym=1%+q,

so dass fiir die Feinheit der Zerlegung gilt

max(t; — t;—1) < min <5, 6) .
c
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Ausgehend von ¢ = t definieren wir einen Polygonzug (eine stetige, stiickweise lineare Funktion)
durch
x(t) = x(t;) + (t — t;) f(ts, z(¢;)) fir t € (¢4, ¢;41) und alle <.

Offenbar ist = stiickweise stetig differenzierbar mit
x(t) = fts, z(t;)) fir t € [t;, tiv1]-

Wir zeigen zuniichst induktiv, dass z(t;) € B(xo;b) und || f(t;, z(t;))|| < c fiir alle i. In der Tat ist

|
—

- - i

l2(t:) — ol = Z tjt1) Z g =l e < e ) i —t]<ca,
7=0 j=0 j

Il
<

also auch (¢;,z(t;) € R und damit || f(¢;,2(t;))|| < c. Ferner ist x eine e-Niherungslosung: fiir
te [tiyti+1] gllt
1&(t) = fEx@)I = I1f (i, 2(t:) — (& z(@0)] <e

nach (2.4.3), weil nach Definition der Zerlegung hier

. o )
=t <min (5,2) wnd fa(t) = (o)l = ft = 6] 1 aa)] < e =
Es bleibt die Abschiitzung (2.4.2) zu zeigen. Liegen ¢ und s im selben Intervall [¢;,¢;11] so gilt

() = a(s)|| = [[(t = ) f(ti, i) — (s = o) f(ti, z)[| < et —s].

Andernfalls kénnen wir annehmen, dass ¢ € [t;,t;41] und s € [t;,¢;41] mit 0 < 4 < j. Dann folgt
unter Verwendung des obigen Spezialfalls

l(t) = a(s)]| < Na(t) =2t + Y o) = @t + |l2(t;) — ()]
k=i+1
j—1
et =)+ Y (b —ti) + (s — 1)
k=i+1

=clt—s|.

]

Zur Konstruktion einer Losung betrachten wir fiir eine Folge ¢, — 0 die in Lemma 2.4.1
konstruierten e-Néherungslosungen und wollen zeigen, dass sie gegen eine Losung konvergieren.
Wir benotigen dafiir ein Kriterium, das uns garantiert, dass eine Folge stetiger Funktionen gegen
eine stetige Grenzfunktion konvergiert. Die beschriankte Folge stetiger Funktionen

gr(t) =tk te0,1],

konvergiert zwar fiir jedes ¢ € [0,1], die Grenzfunktion g(¢) := 0 fiir ¢ € [0,1) und g(1) := 1, ist
jedoch nicht stetig. Daher benotigt man stérkere Voraussetzungen.

Dazu zitieren wir den folgenden Satz aus der Funktionalanalysis. Er besagt, dass jede Folge
von gleichméfig beschréinkten und gleichgradig stetigen Funktionen von einem kompakten Intervall
nach R" eine Teilfolge besitzt, die gleichmiiig gegen eine stetige Funktion konvergiert. (Dies ist
ein Kriterium fiir Kompaktheit im Raum C([a, b], R™) der stetigen Funktionen von [a, b] nach R™
versehen mit der Maximums-Norm.)

Satz 2.4.2 (Arzeld-Ascoli) Fira <bin R und k € N sei gy, : [a,b] — R™ mit

sup ||kl o, = = sup max gk ()] < o0,
keN N t€[a,b]
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und fir alle e > 0 gebe es 6 > 0, so dass fir alle k € N und t, s € [a, b]
[t — s| < & impliziert ||gr(t) — gr(s)]] < e.
Dann existieren eine stetige Funktion g : [a,b] — R™ und eine Teilfolge (gx;) mit

max Hgkj (t) — g(t)H — 0 fiir 7 — oo.
te(a,b]

Einen ausfiihrlichen Beweis findet man zum Beispiel in Aulbach [4, Anhang B]. Er beruht
darauf, dass man zunichst fiir jeden der abzihlbar vielen Punkte in [a,b] N Q die Konvergenz
zeigt, dann eine Diagonalfolge wihlt, und schliefilich die gleichgradige Stetigkeit ausnutzt, um die
Behauptung fiir alle ¢ € [a, b] zu zeigen.

Dies liefert den folgenden grundlegenden Existenzsatz.

Satz 2.4.3 (Peano) Gegeben sei ein Anfangswertproblem der Form
@ = f(t,z), =(to) = o,
mit f: D — R"™ stetig und (tg,z9) € D C R X R™, offen. Dann gibt es eine (lokale) Losung durch

(to, o), die fiirt € [to — a,to + &, a > 0, existiert und in B(xz;b) liegt. Hierbei sind a,b > 0
folgendermafen gegeben: Wihle a,b > 0, so dass

= b
R:=[to —a,to+ a] x B(zg;b) C D und o := min <a, c) mit ¢ 1= (m)aXR lft,z)]. (2.4.4)
t,x)eER

Beweis. Vorbemerkung: Es reicht zu zeigen, dass eine Funktion z(-) existiert mit

x(t) = xo + /t f(s,z(s))ds fiir alle t.

Wir konstruieren eine Losung als Hiufungspunkt einer Folge von approximativen Losungen. De-
finiere den Doppelkegel

S=A{tz) € R|, [ =zl <clt—to] und |t —to] < a}.

Sei g, = %,m € N. Nach Lemma 2.4.1 existieren ¢,,-Néherungslosungen z,, : [to — a,to +

a] = R™ m € N, deren Graph in S verlduft, sie sind also gleichmiiflig beschréinkt, und sie sind
gleichgradig stetig. Nach Lemma 2.3.5 gilt fiir alle m

T () = xm(to) = [ f(s,2m(s))ds

1
< — [t —tol,
to m

Wieder nach Lemma 2.4.1 sind die Funktionen ,, : [t — a,tp + @] — R™, m € N, gleichgradig
stetig. Daher existiert nach dem Satz von Arzéla-Ascoli eine Teilfolge (., ), die gleichm#Big gegen
eine stetige Funktion z : [t — «, to + o] — R™ konvergiert,

max |€m,, () — 2(®)|| — O fir & — oo.

Dies impliziert die gleichméfige Konvergenz
[t zm, () = f(E,2(t), € [to —asto +al.

In der Tat: Sei ¢ > 0. Dann existiert wegen der Stetigkeit von f ein § > 0, so dass fiir alle
(t,xl), (t,xz) €R
|z1 — x2|| < & impliziert ||f(¢,z1) — f(¢,22)]] <e.

Es gibt kg € N, so dass fiir alle k > ko und alle ¢ € [tg — a,to + a]

|, (t) — z(¥)|| < § und damit ||f(¢, zm, (¢)) — f(E,z(¢))] < e.
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Natiirlich ist fiir alle s auch (s,z(s)) € R und damit (Vertauschen der Grenzprozesse erlaubt!)
/ f(s,xm, (8))ds — / fs,x(
Wir erhalten fiir jedes ¢
Tm,(t) — x0 — ft ($y2m,(s))ds — 0
! 1
z(t) — m - ft Yds = 0.

Also ist die Grenzfunktion x(-) Losung von & = f(t, x), :c(to) =2p. W

Eine offensichtliche Folgerung aus dem Satz von Peano und der Eindeutigkeitsaussage in Theo-
rem 2.3.1 ist, dass, falls f sogar Lipschitz-stetig beziiglich x ist, eindeutige (lokale) Losungen
existieren. Gleichméflige Lipschitz-Stetigkeit erlaubt aber sogar einen konstruktiven Beweis dieser
Aussage.

Satz 2.4.4 (Picard-Lindelsf) Gegeben sei ein Anfangswertproblem der Form
&= f(t,z), z(to) = xo,
wobei f : [to — a,to + a] x B(zo;b) =: R — R™, a,b > 0, eine stetige Funktion ist und fiir alle
t,x,y die Lipschitz-Abschdtzung
1f(t,z) = f(ty)ll < Lllz—yll mit einem L >0,

erfiillt. Dann existiert genau eine Losung des Anfangswertproblems auf dem Intervall [tg—a, to+al,
wobet o gegeben ist durch

a := min <a, lc)> mit ¢c:= max | f(¢, x)] .

(t,z)ER

Beweis. Der Beweis beruht darauf, explizit eine Folge von Iterierten zu konstruieren, die dann
gegen die gesuchte Losung konvergiert. Diese sogenannten Picard-Iterierten, definiert auf [ty —
a,to + «f, sind

¢
20(t) := wo, 2" (t) =20 + [ f(s,2%(s))ds, k>0, (2.4.5)
to

Dann zeigt man mit Hilfe der Lipschitz-Abschitzung, dass diese Folge gleichmiiflig gegen eine
Funktion konvergiert, die die integrierte Version des Anfangswertproblems erfiillt.
Die Graphen der Funktionen z* liegen in R. Dies ist klar fiir & = 0, und mit Induktion von k

auf k41 gilt fir £ >0
t
< / 1/ (s, 2(s))]| ds
to

k+1

ka“(t)—xo(t)H _ <|t—tolec < ac<b.

t f(s, xk(s))ds

Ebenfalls durch Induktion zeigen wir fiir alle ¢

1 |t —to
H$k+ (t) — 2*(t)|| < Lkﬁ

Dies ist klar fiir £ = 0; aus der Induktionsannahme fiir k£ > 0 folgt

(2.4.6)

t
|2+2(t) — 218 < / | £(s, 252 (s)) — f(s,2%(s))]| ds S‘/t L||z"*1(s) — a"(s)|| ds
0
k|87t0|k+1
S /tUL L (k+1)! d
Lk+1 ‘t t0|k+2
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Die Funktionenfolge (mk()) ken konvergiert gleichméBig auf [tg — «, to + . In der Tat, wegen

) — a0 = () — 20(t) = 3 [ (1) — (1)) fiir alle £,
=0

o] . .
ist (z%(-) — 20) pen die Folge der Partialsummen von 3 [+ (¢t)—2%(t)]. Diese Reihe ist gleichmifig
i=0
konvergent, denn sie besitzt die konvergente Majorante
it ¢ oo [itlgitl

o . c
I = — i S P 1).
i;)c ((+1)! L% (i+1)! L (e )

Die Grenzfunktion z°°(-) erfiillt die Gleichung
¢
a>(t) =xo+ [ fls,2%(s))ds, t € [to — a,to +al,
to

weil die Integranden in (2.4.5) gleichméBig konvergieren und daher der Grenziibergang unter dem
Integralzeichen erlaubt ist. Also ist °° eine gesuchte Losung. Die Eindeutigkeit folgt aus Theorem
231 m

Bemerkung 2.4.5 Zusammen mit Proposition 2.2.6 zeigt der Satz von Picard-Lindeldf, dass fiir
eine stetige und beziiglich x Lipschitz-stetige rechte Seite und Anfangsbedingung x(to) = xo eine
eindeutige Losung auf einem Intervall existiert, das ty im Innern enthdlt.

Wir wissen jetzt, dass bei Lipschitz-Stetigkeit lokale Loésungen von Anfangswertproblemen
existieren (d.h. sie existieren in einem Intervall um die Anfangszeit) und dass sie eindeutig sind.
Jetzt wenden wir uns der Frage zu, ob man die lokalen Losungen zusammensetzen kann. Zunéchst
betrachten wir das folgende Beispiel.

Beispiel 2.4.6 Betrachte die Anfangswertprobleme
& =1+22 x(ts) = 2o mit (to,20) € R x R,

Die rechte Seite f ist auf D = R xR definiert und Lipschitz-stetig. Um Lésungen zu konstruieren,
ist es gunstig, die Differentialgleichung in der Form

dx

1 2

0 +x

zu schreiben. Formales Rechnen (Trennung der Variablen und Integration) liefert

x d t
xo +z to

Eine Stammfunktion von 1-&-% ist arctan z, also

arctanxr — arctanzg =t — 1o,
und Auflésen nach x ergibt

x = tan(t — to + arctan o).

Nachrechnen liefert, dass
™ T
x(t) = tan(t — to + arctan xp), t € (to — arctan xg — 5,150 — arctan xg + 5) ,

die Lisung des obigen Anfangswertproblems ist. Diese Losung kann nicht iber dies Intervall hinaus
fortgesetzt werden kann. Es ist niitzlich, sich dies anhand des Graphen des Tangens zu veranschau-
lichen (man beachte dabei, dass in der obigen Losung der Graph um —ty + arctanxg verschoben
wird, um die Anfangsbedingung x(to) = zo zu erfillen). Man sieht dabei, dass die Losung zum
Rand des Ezistenzintervalls hin unbeschrinkt wird.
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Jetzt formulieren und beweisen wir den folgenden globalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz.

Satz 2.4.7 FEs sei f : D — R™ mit einer offenen Menge D C R x R™ eine stetige und beziiglich
x Lipschitz-stetige Funktion. Zu jedem (to,xo) € D gibt es genau ein offenes Intervall L., =
(t7,tT) CR mit —oo <t~ < tT < oo und den folgenden FEigenschaften:

(i) Das Anfangswertproblem & = f(t,x), x(tg) = xo besitzt genau eine Losung Tmax(-) mit dem
Existenzintervall (t=,tT).

(i) Ist y : J — R™ eine weitere Lisung, so gilt J C Iyax und y(t) = xmax(t) fir alle t € J.
Das Intervall Inax = (E7,tT) heifft das mazimale Ezistenzintervall fiir die Lésung des obigen
Anfangswertproblems; wir schreiben auch Inmax(to, o).

Beweis. Nach dem lokalen Existenzsatz (Peano oder Picard-Lindelsf) existiert eine Losung auf
einem Intervall Iy um tg. Wegen der lokalen Lipschitz-Stetigkeit beziiglich x liefert der Eindeutig-
keitssatz, Satz 2.3.1, fiir jede Losung y : Jo — R”, dass z(t) = y(¢) fir t € Iy N Jy.

Sei Inax die Vereinigung aller Intervalle, auf denen das obige Anfangswertproblem eine Losung
besitzt. Dies ist wieder ein Intervall und das Anfangswertproblem besitzt auch eine Losung auf
Inax, die folgendermaflen definiert ist: Fiir ¢ € I.x gibt es ein Intervall J um ty mit ¢t € J, auf
dem eine Losung y definiert ist. Setze

Tmax(t) = y(t)-

Diese Definition ist nach dem Eindeutigkeitssatz, Satz 2.3.1, unabhéngig von der Wahl der Losung
y. Dies zeigt auch sofort die Behauptung (ii).

Es bleibt zu zeigen, dass das Existenzintervall offen ist. Ist T = co (oder t~ = —0c0), so ist hier
nichts zu zeigen. Ist t* € I,,.x, so kann man den lokalen Existenzsatz auf (t*,z(¢*)) anwenden.
Dies liefert die Existenz einer Losung auf einem Intervall, das ¢+ im Innern enthiilt und daher eine
Fortsetzung der Lésung xp,.« zu einer Losung des Anfangswertproblems auf einem Intervall, das
t* im Innern enthilt, im Widerspruch zur Definition von ¢t*. m

Wir wenden uns jetzt der Frage zu, wie sich die Losung verhélt, wenn sie sich dem Rand ihres
Existenzintervalls niéhert. Zunéchst einige Beispiele.

Beispiel 2.4.8 Betrachte

Die rechte Seite f(t,r) := —;%5 is definiert auf {(t,z) € R x R| ¢ # 1}. Die Losung ist

mit mazimalem Ezistenzintervall L. = (t7,t7) = (—o0,1). Die Lésung ist unbeschrinkt fiir
t = 1,t € Lyax.

Beispiel 2.4.9 Betrachte

1
p=—=, z(0)=1.
i ==, 2(0)

Die rechte Seite f(t,x) := —< ist definiert auf {(t,z) € R x R| z # 0}. Die Lisung ist
z(t)=v—-2t+1

mit mazimalem Existenzintervall Iy, = (t7,17) = (—oo0, %) Die Lisung divergiert fiirt — t™,t €
Inax micht, sondern konvergiert gegen den Punkt (t%,0) € dD.

Diese Beispiele zeigen, dass sich der Graph (¢, z(t)) fir t /' ¢+ (d.h., t — ¢+ und ¢t < ¢t*) dem
Rand des Definitionsbereichs D von f nidhern kann; dabei kann die Lésung unbeschrinkt werden
oder konvergieren. Der folgende Satz zeigt insbesondere, dass die Losung unbeschriinkt werden
muss, wenn sie sich nicht dem Rand des Definitionsbereichs nihert.
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Bezeichnung: Fiir x € R” und A C R™ ist
dist(z, A) := inf{||z — a]|, a € A}, falls A # & und dist(z, @) := 0.
Aus der Dreiecksungleichung folgt dann fiir x,y € R™

dist(z, A) < [|lz — y|| + dist(y, A).

Ferner ist 9A = AN (R" \ A) der Rand von A.

Satz 2.4.10 FEs sei f: J x Dy — R™ mit einem offenen Intervall J C R und einer offenen Menge
Do C R™ eine stetige und beziiglich x Lipschitz-stetige Funktion. Ferner sei x : Ipax = (t7,t7) —
R™ die maximale Losung des Anfangswertproblems mit tg € J, g € Dy,

= f(t,z), z(tg) = xo.

Ist {||z(t)|| ,t € [to,tT)} beschrinkt, so folgt t* = sup J oder der Rand 0Dy von Dy ist nichtleer
und

lim dist(x(t),0Dg) = 0.

Jlim, dis (2(t),0Do)
Analog fiir t— > inf J.

Beweis. Es sei tT < supJ (im Fall £~ > infJ argumentiert man analog). Ist die Behauptung
falsch, so gibt es € > 0 und eine Folge t; /' tT (d.h. t; — t+,¢; < tT) mit

dist(z(t;), 0Dg) > 2e; (2.4.7)
Es seien
a:=sup{|lz(t)|,t € [to,tT)}, c := max{| f(t,2)| | to <t <tT und ||z| < a,dist(z,0Dy) > ¢}

und es sei 0 < d < £.
Behauptung: Dann gilt fiir alle s € N und 0 < s < min{4, ¢+ —¢;}

dist(x(t; + s),0Dg) > . (2.4.8)
In der Tat: Gilt diese Behauptung nicht, so gibt es ¥ € N und 8 mit 0 < 3 < min{§,¢" — ¢;} und
dist(z(tx + 8),0Dp) > e fir 0 < s < 8

und
dist(z(tx + 8),0Dg) = e. (2.4.9)

Daraus folgt
I1f (e + s,2(ts +9)|| <cfir0<s<p

und damit
tk+p8
[ty + B) — =(tw)ll < / [f(s,2z(s))ll ds < fe < bc <e.
123
Folglich
dist(x(tx + 8),0Dg) > dist(z(tr), 0Do) — (||l (tr + B)|| — |z(tr)]]) > 26 —e =&,
was der Definition von S widerspricht. Daher gilt die Behauptung.

Nach (2.4.8) gilt fiir all i € N mit ¢+ —¢; < §

|z (t) — x(s)]| < < cl|t — s| fir alle s,t € [t;,t). (2.4.10)

/ | f(r 2(r))]| dr
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Fiir eine beliebige Folge t;, ' tT zeigt dies, dass (z(t;)) eine Cauchyfolge in R™ ist. Folglich
existiert der Grenzwert

y = lim z(t),
k—o0
und, da dist(z(t),0Dg) > € ist fiir ¢ nahe t*, gilt y € Dy. Ebenso folgt aus (2.4.10), dass

tr

lim f(s,z(s))ds

k— o0 to

existiert. Der Grenzwert y hingt nicht von der betrachteten Folge ab: Denn fiir s, " t* erhalten
wir analog z(sx) — z € Do und man erhélt (wegen (2.4.10), weil |t — si| — 0)

ly — z|| = lim [lz(ty) — 2(s)|| < ¢ lim [t — sk = 0.
k—o0 k—oo

Also gilt y = lim; 4+ (). Die Losung ist also in ¢ = ¢t durch Z(t*) := y stetig ergéinzbar. Nach
Definition ist

y= lim z(t) = tl}rﬁl+ [xo —|—/t: f(s,x(s))ds} =10+ /tt f (8, Zmax(s))ds.

ol
t 't 0

Insbesondere ist Z(-) in ¢ = t* linksseitig differenzierbar und erfiillt die Differentialgleichung.
Dabher ist Z(-) eine Fortsetzung der maximalen Losung, im Widerspruch zur Definition von z(-).
Wir haben gezeigt, dass (2.4.7) nicht gelten kann. Es folgt fiir die maximale Losung, dass

tl}lﬂ dist(z(t),0Dg) = 0.

]

Wir fiihren jetzt eine Notation ein, die es erlaubt, die Abhéngigkeit von den Anfangsbedin-
gungen explizit zu machen. Wir wissen, dass Anfangswertprobleme fiir Differentialgleichungen
mit rechter Seite, die stetig und Lipschitz-stetig beziiglich x sind, eindeutige Losungen auf einem
maximalen Existenzintervall Iax(to, Zo), das von den Anfangsbedingungen abhéngt, besitzen.

Sei D C R x R"™ offen und f : D — R"™ stetig und Lipschitz-stetig beziiglich z. Fiir die
Differentialgleichung

= f(tv :E)

bezeichnen wir die auf
Q= {(t,ﬁo,%‘o) eER xR x R”7 (to,.’L‘Q) €Dundt € Imax<t0,.’1?0>}

definierte Funktion mit
)‘(ta tO, Z'0) = xmax(t)a

wobel Tmax(-) die maximale Losung zur Anfangsbedingung x(tg) = ¢ ist.

Manchmal (zum Beispiel in Aulbach [4]) wird dies auch als allgemeine Losung dieser Dif-
ferentialgleichung bezeichnet. In dieser Notation wird also die Abhiingigkeit der Losung von der
Anfangszeit tg und dem Anfangspunkt zy betont. Der Einfachheit halber verwenden wir auch
wieder unsere Notation

. d
A(tsto, o) == %)\(t;tovﬂﬁo)-

Ein erstes Resultat zu den Eigenschaften dieser Funktion, also zu der Abhiingigkeit von den An-
fangbedingungen, ist die folgende Kozyklus-Eigenschaft.

Proposition 2.4.11 Unter den Voraussetzungen von Satz 2.4.7 sei (to,xo) € D. Dann gilt fir
jedes t1 € Iax(to, o)

(Z) Imax(tla )‘(tl;tme)) = Imax(t07$0);

(ii) A(t;t1, A(t1;t0, o)) = At to, xo) fiir alle t € Inax(to, o) und A(to; to, xo) = Zo.



2.4. EXISTENZ VON LOSUNGEN 23

Beweis. Wegen t1 € Iax(to, o) ist (t1, A(t1;¢0,20)) € D. Daher sind
x1(t) := At to, xo) und xo(t) := A(¢; t1, A(t1;to, o))

nach Definition die maximalen Losungen zu den Anfangswerten (to, zg) bzw. (t1, A(¢1;t0, 20)), und
fiir t =t gilt
.’L‘l(tl) = A(tl; t(), .’130) = )\(tl; tl, )\(tl; t()7 .’L‘Q)) = .’L‘g(tl).

Wegen der Eindeutigkeit der Losung dieses Anfangswertproblems sind daher z1(¢) und x2(t) iden-
tisch, insbesondere sind ihre Existenzintervalle gleich. m

Der globale Existenz- und Eindeutigkeitssatz, Satz 2.4.7, garantiert die Existenz von Losungen
auf einem maximalen (offenen) Existenzintervall. Theorem 2.4.10 zeigt, dass die Losung unbe-
schriankt werden muss, wenn sie sich dem Rand des Existenzintervalls ndhert (sofern sie sich nicht
dem Rand des Definitionsbereichs von f n#hert). Dies kann man ausnutzen, um die Existenz von
Losungen auf einem gegebenen Intervall zu erzwingen. Das Gronwall-Lemma wird einen einfachen
Beweis des folgenden Existenzsatzes bei linear beschrinkter Seite liefern.

Satz 2.4.12 Fs sei D = (a,b) Xx R™® mit —oc0o < a < b < oo und f : D — R"™ sei stetig und
beziiglich x Lipschitz-stetig. Ferner sei f linear beschrdnkt, d.h.,

If (&t )| < p@) ||| + o(t) fir alle t € (a,b) und x € R™

mit stetigen Funktionen p,o : (a,b) — [0,00). Dann existiert fir jedes (to,zo) € D die mazimale
Losung von

z = f(t,z), z(tg) = xo,
auf Imax = (a,b).

Beweis. Sei (tg,79) € D. Betrachte die maximale Losung A(t;tg,%q), t € Imax = (t7,t7) C
(a,b) =: J. Dann gilt fiir alle t € L., mit ¢ > ¢

1At to, z0) | < [lzo] + / (5, As: o, z0)) | ds
:
< Jlzoll + / 1p(5) [ \(ss to, o) | + o(s)] ds

— loll + [ ats)ds + [ p(s) [ tozo) .

to to
Ist t* < b, so gilt fiir jedes t € [to,tT] C [to, D)

l|lzo]| —&—/t a(s)ds < ||zol| —&—/t o(s)ds =: a und p(t) < max{p(s)|s € [0,tT]} =: B.

0

Daher folgt nach Gronwalls Lemma, Lemma 2.2.7, aus der Ungleichung

t
IA(t to, z0)]| < o + / B IA(s: to, o)l ds, t € [0,£7],
to

dass .
[A(t; to, zo)|| < a1 < Pt —t0) ¢ c [ty ¢71].

Also bleibt die Losung fiir ¢ — ¢ beschréinkt, im Widerspruch zu Satz 2.4.10 (mit J = (a,b) und
Dy =R").

Analog argumentiert man fiir ¢~ = a. Insgesamt folgt In.x = (a,b). m

Eine unmittelbare Konsequenz ist der folgende Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir inhomo-
gene lineare Differentialgleichungen.
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Satz 2.4.13 Gegeben seien —oco < a < b < 0o und eine lineare inhomogene Differentialgleichung
z=At)x + g(t)

mit stetigen Funktionen A : (a,b) — R™*™ und g : (a,b) — R™. Dann existiert fiir jedes Anfangs-
wertepaar (to, zo) € R x R™ die maximale Losung auf dem Intervall (a,b).

Beweis. Die rechte Seite f(t,2) = A(t)x + g(t) ist stetig und beziiglich x Lipschitz-stetig wegen
1f(t,21) = f(t z2)|| = [[A®) 21 — A)22|| < JA@)[| [[21 — 22 -

Ferner ist sie linear beschrinkt, weil
1 (& 2) | < TA@I =] + llg@)]| fiir alle ¢ € (a,b) und z € R".

Also folgt die Behauptung aus Theorem 2.4.12. =

Bemerkung 2.4.14 Sind die Funktionen A und g auf einem abgeschlossenen Intervall definiert,
so kann man offenbar auf dhnliche Weise Existenz und Findeutigkeit von Lésungen nachweisen.



Kapitel 3

Autonome Differentialgleichungen

Ein wichtige Klasse von Differentialgleichungen erhiilt man, wenn die rechte Seite f nicht explizit
von der Zeit ¢ abhéngt. Differentialgleichungen der Form # = f(z) mit einer stetigen Funkti-
on f: D — R" D C R" offen, heiflen autonom. Die Voraussetzungen des globalen Existenz-
und Eindeutigkeitsssatzes sowie viele Annahmen und Aussagen vereinfachen sich fiir autonome
Differentialgleichungen.

3.1 Grundlegende Eigenschaften

Wir betrachten autonome Differentialgleichungen der Form

i = f() (3.1.1)

mit einer stetigen Funktion f : D — R™, D C R" offen. Wir setzen im Weiteren immer voraus, dass
f Lipschitz-stetig ist. Die wichtigste Eigenschaft, die autonome Differentialgleichungen auszeichnet,
ist die Translationsinvarianz der Losungen.

Proposition 3.1.1 Gegeben seien das autonome System (8.1.1) und xg € D. Fir alle to,t; € R
haben dann die Anfangswertprobleme

&= f(z), z(to) = o bzw. x(t1) = xo,

die folgenden Figenschaften:
(1) Imax(t1,70) = Imax(to; To) — to +t1;
(i3) A(t;t1,20) = Mt + to — t1;to, xo) fir alle t € Inax(to, xo); insbesondere ist

At;t1, o) = At — t1;0,0) fiir alle t € Inax(to, To)-

Beweis. Nach der Kettenregel ist ¢ — A(t + to — t1; 0, 2p) eine Losung von & = f(z), z(t1) =
A(to; to, o) = xo, ist wegen der Eindeutigkeit also gleich A(¢;t1,x0). Dann erfiillen die Definiti-
onsbereiche die Eigenschaft (i), weil es sich um maximale Losungen handelt. Die letzte Gleichung
folgt fiir tp = 0. m

Die Proposition zeigt insbesondere, dass man den Fall allgemeiner Anfangszeit ¢y auf Anfangs-
zeit tg = 0 reduzieren kann.

Beispiel 3.1.2 Fiir die Gleichung & = 1 + 22 ist die allgemeine Losung

™ T
A(t;to, o) = tan(t — tg + arctanzg), t € (tgp — arctanzy — 5 to — arctan xg + 5)

Die Translationsinvarianz zeigt sich darin, dass man diese Lésungen aus
™ ™
A(t;0,20) = tan(t + arctanxg), ¢t € (—arctanzg — 50 arctan xo + 5)

durch Translation um tg erhdlt.

25
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Bemerkung 3.1.3 Sind umgekehrt alle maximalen Losungen einer Differentialgleichung & =
f(t,x) translationsinvariant, so ist f(t1,z0) = f(to,xo) fir alle to,t1 und alle xqo, d.h., f ist
unabhdngig von t. In der Tat: Translationsinvarianz impliziert fir alle xo und alle ty, tq

F At 20)) = At 20) = Mt + to — t1;to, 20) = f(t+to — t1, A(t + to — t1;to; 20)),

also firt =t
f(t1,z0) = f(to, o).

Translationsinvarianz der Losungen charakterisiert also autonome Differentialgleichungen.

Das folgende einfache Resultat beleuchtet die Beziehungen zwischen nicht-autonomen und au-
tonomen Differentialgleichungen.

Proposition 3.1.4 Es sei z(t),t € I, eine Lisung des Anfangswertproblems
T =g(t,x), z(ty) = zo, (3.1.2)
mit einer stetigen Funktion g : D — R™, wobei D C R x R™ offen ist. Dann ist
(x(t),t), t e,

eine Losung des folgenden Anfangswertproblems fiir eine autonome Differentialgleichung in R™H!

< :‘c:CH ) = [z, 2n41) = < g(xnf’x) >’ < ﬂsjﬁ?zo) ) = ( fg ); (3.1.3)

hierbei ist f auf D definiert. Umgekehrt sind fiir jede Losung (x,x,.1)T dieses Anfangswertpro-
blems die ersten n Komponenten eine Lésung von (3.1.2).

Beweis. Folgt sofort durch Einsetzen. m

Diese Proposition zeigt, dass man sich fiir allgemeine Aussagen, wie Existenz und Eindeutigkeit
von Losungen, maximales Existenzintervall, u.a., auf autonome Differentialgleichungen beschriin-
ken kann. Wir hiitten uns also bei der Diskussion der Existenz und Eindeutigkeit von Losungen
im letzten Kapitel auf autonome Systeme beschréinken konnen (allerdings hétten wir dann auch
Lipschitz-Stetigkeit beziiglich ¢ fordern miissen). Fiir viele Probleme ist diese Autonomisierung
aber nicht geeignet, weil die Losungen der autonomisierten Gleichung (3.1.3) unbeschréinkt sind,
wenn ihr Existenzintervall unbeschrinkt ist. Spéter werden wir gerade die Beschrinktheit von
Losungen voraussetzen, um ihr Verhalten besser zu verstehen.

Bemerkung 3.1.5 In den Beweisen des letzten Kapitels haben wir mehrmals benutzt, dass fiir
stetige f Liosungen des Anfangswertproblems

T = f(t,.’l?), x(tO) = Zo,

auch charakterisiert sind als Losungen der Integralgleichung

z(t) = zo —l—/t f(s,z(s)) ds. (3.1.4)

Diese Integralgleichung macht offenbar auch Sinn, wenn f nicht stetig in t ist, also zum Beispiel
nur stickweise konstant in t ist. Solche Probleme sind typisch fiir Anwendungen in der Kontroll-
theorie (oder ,,Regelungstheorie”), wo stiickweise stetige Steuerungen benutzt werden. Zum Beispiel
kann man die Bewegung eines gesteuerten Wagens durch

() = u(t), u(t) € {~1,1},
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beschreiben (dabei bedeutet u(t) = 1 Vollgas, u(t) = —1 Vollbremsung). Auch fir eine stickweise
stetige Funktion u(-) liefert die integrierte Form eine Lésung. Eine Reduktion auf eine autonome
Gleichung wie in Proposition 3.1.4 ist hier nicht mdglich.

FEin anderes Beispiel ist die Pendelgleichung

&+ k& + sinx = u(t),

wobei wieder die Steuerung u zwischen den Werten +1 und —1 umschalten kann. Nach der Stan-
dardreduktion auf eine Differentialgleichung erster Ordnung in R? fiihrt dies, fiir gegebene Steue-
rung t — u(t), zu einer Differentialgleichung, bei der die rechte Seite

fla,y,t) = ( _ky—si:ryl:v-l-u(t) )

nicht stetig von t abhdingt. Diese nichtautonome Gleichung kann durch den obigen Trick nicht auf
eine autonome Gleichung zurickgefihrt werden. Allgemeiner betrachtet man Differentialgleichun-
gen, bei denen die rechte Seite messbar von t und stetig von x abhingt. Dies fiihrt (unter zusdtzli-
chen Integrierbarkeitsbedingungen) zu sogenannten Carathéodory-Losungen, die nur als Losungen
der zugehorigen Integralgleichung (3.1.4) erklart sind.

Die Kozykel-Eigenschaft vereinfacht sich, wie in Proposition 3.1.1 gezeigt, auf Grund der
Translations-Invarianz im autonomen Fall wesentlich. Es reicht, nur Lésungen zu betrachten, die
zur Zeit tg = 0 in einem Punkt x( starten. Dies fiihrt zu der grundlegenden Begriffsbildung des
Flusses einer autonomen Differentialgleichung. Zunéchst fithren wir die folgende Notation fiir die
Systeme der Form (3.1.1) ein.

Jmax(Z0) 1= Imax(0,20), ©(t;20) := A(t;0,z0) fiir alle t € Jnax(xo).

Dann gilt fiir jedes g € R und zg € D

A(t; to, zo) = p(t — to; o) fiir alle ¢ € Jnax (o) + to-
Wir nennen die zu (3.1.1) gehorende Abbildung
w:{(t,zg) ERXxR" 2 € D und t € Jpax(z0)} — R”

den zugehorigen lokalen Fluss. Ist ¢ auf R x D definiert, so sprechen wir von dem zugehorigen
globalen Fluss oder einfach dem zugehorigen Fluss. Der lokale Fluss hat die folgenden Eigenschaf-
ten.

Proposition 3.1.6 Fiir den lokalen Fluss p(t; o), 0 € D und t € Jyax(z0) = (t,tT), gilt:
(i) —00 <t~ <0<t < oo
(1) Jmax(@(t;20)) = Jmax(x0) — t fiir alle t € Jmax(x0);
(i) 9(0: 20) = 2o;
(ZU) (p(t, 50(51 1’0)) = @(t + s 1‘0) fur alle s, t mit s,t+s € Jmax(m());
(v) o(—t;o(t;20)) = x0 fir alle t mit t € Jnax(x0).

Beweis. Dies sind direkte Folgerungen aus den Kozyklus-Eigenschaften zusammen mit der Trans-
lationsinvarianz von Lésungen. m
Ein globaler Fluss erfiillt fiir alle ¢,s € R und alle zg € D

o(t; (s;0)) = p(t + s;x0) fiirt,s € R und ¢(0;z9) = xo. (3.1.5)
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3.2 Trajektorien

Bisher haben wir Losungen immer durch ihre Graphen in R x R illustriert. Fiir autonome Glei-
chungen ist eine andere graphische Darstellung héufig geeigneter.

Beispiel 3.2.1 Betrachte die lineare Differentialgleichung in R?
T = Y, y = -7,

mit Anfangsbedingung
1’(0) = Zo, y(o) = Yo,

()-(5 ) () G )-(0):

Man sieht leicht (durch Einsetzen), dass die Lésung gegeben ist durch

also

Tocost + ypsint >

@(t;xOvyO) = )‘(t§0;$07?/0) = < Yo cost — Zo sint

Die Losungen kann man in R x R? oder als durch t parametrisierte Kurven in R? darstellen.
Dies motiviert die folgende allgemeine Definition.

Definition 3.2.2 Betrachte die autonome Differentialgleichung © = f(x). Die Trajektorie oder
der Orbit durch xq € D ist

O(mO) = {(P(t,.’L‘()) S Rn7 te Jmax(x())}-
Ferner sind
O (x0) = {@(t;20) €R™, t € Jmax(20) und t > 0}

und
O™ (zo) = {p(t;zo) € R", t € Jmax(zo) und t <0}

die positive bzw. negative Halbtrajektorie (der positive bzw. negative Orbit) durch xy.

Die Trajektorie ist eine Kurve in R™, die durch ¢ parametrisiert ist. Die Losung (oder Lé-
sungskurve) ist eine Kurve in R x R"; sie enthiilt mehr Information als die Trajektorie. Betrachtet
man alle Losungskurven in R™, so spricht man vom Phasenportrit der Differentialgleichung (eine
genauere Diskussion erfolgt in Abschnitt 3.3).

Beispiel 3.2.3
=142 und & =1.

Die Léosungen sind fiir o € R gegeben durch
o(t; o) = tan(t — arctan xg), t € (—g — arctan g, g —arctanzg) bzw. @(t;xg) =t + xo,t € R.

Im Gegensatz zu den Losungen (d.h. ihren Graphen in R x R) stimmen die Trajektorien in R™ n =
1, diberein: Die einzige Trajektorie ist R.

Beispiel 3.2.4 Betrachte
T=x—x".

Der zugehdrige Fluss ist
(t;x0) = wo /(o + (1 — zo)e™"),
wie man durch Einsetzen leicht nachrechnet. Dann gilt

o(t;0) =0 und p(t;1) =1 fir alle t € R.

Es gibt finf Trajektorien:
(_0070)7 {0}7 (071)a {1}7 (1700)
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Die folgende Proposition gibt eine Klassifikation der Trajektorien fiir autonome Differential-
gleichungen.

Proposition 3.2.5 Sei g € D und t € Jmax(x0). Dann gilt fir die Trajektorie O(xg) genau
einer der folgenden Fille:

(i) Jmax(x0) = (—00,00) und p(t; xg) ist konstant, O(xg) = {xo}; dann heifit zo Gleichgewicht
oder Ruhelage.

(11) Jmax(xo) = (—00,00) und @(t;xo) ist nicht konstant und periodisch, O(xg) = OF(xg) #
{zo}

(iii) o(-; zo) ist injektiv, also ist O(xg) eine Doppelpunkt-freie Kurve.

Beweis. Wir zeigen zuniichst, dass jede nicht-injektive Losung ¢(t; zo) periodisch ist, es also T > 0
gibt mit o(t;20) = @(t + kT;x¢) fiir alle t € [0,7] und k € Z. Gelte

o(t1;20) = p(to; xo) fiir to # t1 in Jmax (o).
Dann ist wegen Translationsinvarianz
x(t) == p(t +to — t1;x0)
Losung auf Jiax(z0) — to +t1 und
z(t1) = @(to; x0) = ¢(t1; o).

Also ist z(t) = p(t; o) fir alle t € Jpax(2o) = Jmax(To) — to + t1. Wegen t; # to folgt, dass
Jmax = (—00,00). Ferner folgt die Periodizitéit mit T' = |to — t1| aus

o(t;xo) = o(t + k(to — t1); o) fiir alle ¢ € R und & € Z.

Ist ¢(-; ) nicht-injektiv, so ist p(¢;xo) periodisch, also entweder konstant, oder periodisch und
nicht konstant. Damit sind die Behauptungen gezeigt. m

Beispiel 3.2.6 Betrachte

i=y+a(l-a® -y
§=—z+y(l—a®—y°).

Der zugehirige Fluss in R? ist

o(t; o, Yo) ! ( T cost + yosint )
s L0y,Y0) = i )
Ve +yd+ (1 — a3 —yd)e 2t \ Yocost —zosinit

Der Ursprung ist ein Gleichgewicht, jede Losung mit Startwert auf dem Einheitskreis, also mit
(0)? + (y0)? = 1, liefert eine periodische Lisung, deren Trajektorie mit dem Einheitskreis tiber-
einstimmt. Die anderen Trajektorien sind doppelpunktfrei.

Proposition 3.2.7 Ist n =1, also die Differentialgleichung skalar, so gibt es keine nichtkonstan-
ten periodischen Trajektorien.

Beweis. Sei z : R — R eine T-periodische Losung. Dann existiert ¢y € R mit &(¢9) = 0, weil die
stetige Funktion z auf der kompakten Menge [—1,T + 1] ihr Maximum (wegen der Periodizitét)
im Innern annimmt. Daher ist

0 =(to) = f(x(to))-
Wegen der Eindeutigkeit der Losung folgt x(t) = z(to) fiir alle t. m
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3.3 Phasenportrits und Richtungs-Vektorfeld

Die folgende Proposition zeigt, dass jeder Punkt des Definitionsbereichs D C R™ auf genau einer
Trajektorie liegt.

Proposition 3.3.1 Die auf D definierte Relation
xo ~ Yo falls tg € Jmax(xo) existiert mit yo = p(to; o),

ist eine Aquivalenzrelation, und fir jedes xo € D ist die Trajektorie die von xq erzeugte Aquiva-
lenzklasse. Diese Zerleqgung von D nennt man das Phasenportrdt der Differentialgleichung.

Beweis. Reflexivitit folgt aus 0 € Jyax(xo) und ¢(0;z9) = z¢ fiir alle g € D. Symmetrie gilt,
weil aus yg = ¢(to; zo) folgt, dass o = ¢(—to; yo). Transitivitit schlieBlich folgt, weil

o(t1;¢(to; 20)) = @(t1 + to; w0)-

[

Diese Zerlegung des Definitionsbereichs D kann genutzt werden, um einen Uberblick iiber das
Verhalten des Systems zu gewinnen. Man erhiilt das sogenannte Phasenportrit des Differenti-
algleichung. Allerdings muss man dabei im Auge behalten, dass - im Gegensatz zu den Losungen
- die Trajektorien keine Information iiber die Zeit enthalten. Am augenfilligsten wird das an der
Tatsache, dass Differentialgleichungen mit endlichen Entweichzeiten, also beschrinkten maximalen
Existenzintervallen, das gleiche Phasenportrit wie solche mit unbeschrinkten Existenzintervallen
haben konnen. Ein Beispiel dafiir liefern die skalaren Differentialgleichungen (vgl. Beispiel 3.2.3)

t=1+2?und z = 1.

Die einzige Aquivalenzklasse ist R.

Am wichtigsten sind Phasenportriits natiirlich fiir n = 2, also fiir Differentialgleichungen in der
Ebene. Wir werden spéter insbesondere die Phasenportriits linearer Differentialgleichungen in der
Ebene ausfiihrlich diskutieren.

Eine alternative Information iiber Differentialgleichungen liefert die Abbildung f : D — R™ fiir
eine autonome Differentialgleichung & = f(z). Man kann sich diese Abbildung veranschaulichen,
indem man sich an jeden Punkt x € D den Vektor f(x) angeheftet denkt. Daher heifit diese
Abbildung auch Vektorfeld. Richtung und Lénge des Vektors geben Aufschluss iiber die Losung:

Sei zg € D und ¢(t;yo), t € I, eine maximale Losung mit zg € O(yo), also zg = ¢(to; yo) fiir
ein tg € I. Dann ist, wie aus der Analysis bekannt,

d
%ﬂto,yo)

der Tangentialvektor an die durch ¢ parametrisierte Kurve ¢(t;y0), t € I, im Kurvenpunkt
©(to;yo). Auf Grund der Differentialgleichung ist aber

%@(to;yo) = f(e(to;y0)) = f(wo).

Also ist f(zg) dieser Tangentialvektor. Insgesamt ordnet daher das Vektorfeld f jedem Punkt
x € D den Tangentialvektor an die Trajektorie zu.

Man sieht, dass Definitions- und Bildbereich von f : R®™ — R”™ vollig unterschiedliche Rol-
len spielen. Das wird in der Differentialgeometrie prizisiert, wo der Zustandsraum einer Diffe-
rentialgleichung eine Mannigfaltigkeit M ist, und die rechte Seite jedem Element von M einen
Tangentialvektor zuordnet.

Bemerkung 3.3.2 Man nennt die Trajektorien auch die zu dem Vektorfeld f gehdrenden Integral-
kurven. Der Vektor f(xo) ist jeweils tangential an diese Kurve in xg. Analoge Begriffsbildungen
werden in der Differentialgeometrie auch fiir héherdimensionale Objekte, etwa Integral-Flichen
M, eingefiihrt. Offenbar braucht man fir die Erzeugung dieser zwei-dimensionalen Gebilde zwei
Vektorfelder, die dann jeweils tangential an M sind.
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Das folgende Beispiel illustriert die Beziehungen zwischen linearen und gewissen nichtlinearen
Differentialgleichungen.

Beispiel 3.3.3 Der lineare (oder harmonische) Oszillator & = —x hat, nach Reduktion auf die
Gleichung erster Ordnung in R?,

T=y, y =-ux,
das bekannte Phasenportrit in der (z,)-Ebene. Im 18. Jahrhundert studierte J.F. Riccati die
Frage, ob man fiir die Steigung lings einer Lisung,

_y®)
v(t) = o)’

eine Differentialgleichung herleiten kann. In der Tat liefert die Kettenregel

d o gr—yr 2y 2
%U(t):U:T:_ﬁ_ﬁ:_l_v .
Also erfillt die Steigung die Differentialgleichung
O =—1—v%

solange x(t) # 0. Fir x(t) — 0 gilt offenbar v(t) — oo. Dies liefert eine Erklirung, warum wir
die Losungen dieser Differentialgleichung, die uns schon in Beispiel 8.1.2 begegnet ist, nur auf
beschrankten Zeitintervallen existieren. Der Fluss ist gegeben durch

™ 7r
o(t; xo) = tan(—t + arctanxg), ¢t € (—arctanzg — 50 arctan xo + 5)

Auf Grund der Beziehung zur linearen Differentialgleichung ist also klar, warum die Liosungen
dieser Riccati-Differentialgleichung ,endliche Entweichzeit” haben: die Steigung wird in endlicher
Zeit unbeschrinkt (wie man auch an Hand der Losungsformel sofort sieht).

Die Steigung legt eine Gerade durch den Ursprung eindeutig fest. Geometrisch betrachtet, haben
wir die Geraden durch den Ursprung durch ihre Steigung parametrisiert. Diese Parametrisierung
bricht fiir Geraden mit unendlicher Steigung zusammen. Parametrisiert man Geraden durch den
Ursprung durch den Winkel

0 € R modulo ,

so sieht man, dass es nur die Parametrisierung durch die Steigung ist, die zu endlicher Entweichzeit
fiihrt. Geometrisch ist der Fluss auf der Menge der Geraden durch den Ursprung fir alle Zeiten
wohldefiniert. Die Geraden durch den Ursprung sind die eindimensionalen Unterriume in R2, sie
bilden den projektiven Raum.

Dieses einfache Beispiel zeigt, dass manchmal der ,natiirliche” Zustandsraum einer Differenti-
algleichung nicht der R”, sondern eine Mannigfaltigkeit ist. Riccati-Gleichungen spielen in vielen
modernen Anwendungen der Mathematik wie Computersehen oder Kontrolltheorie eine grofie Rol-
le (die obige Konstruktion lisst sich auf andere zwei- oder hsherdimensionale lineare autonome
Differentialgleichungen verallgemeinern und fiithrt dann auf Matrizen-Differentialgleichungen, die
das Verhalten von Unterrdumen beschreiben).
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Kapitel 4

Skalare Nichtautonome
Differentialgleichungen

In den vorhergehenden Kapiteln haben wir die grundlegenden Fragen nach Existenz und Eindeu-
tigkeit der Losungen von Anfangswertproblemen geklirt. Dabei haben wir keine Losungsformeln
verwendet, weil diese hiufig nicht bekannt sind oder nicht existieren. Im Allgemeinen muss man
dann fiir die Berechnung von Losungen auf numerische Verfahren zuriickgreifen (eine erste Idee
dafiir liefern die Euler-Polygone, die wir im Beweis des Satzes von Peano kennengelernt haben,
und die Picard-Iteration). In diesem Kapitel werden wir fiir skalare, nicht-autonome Differenti-
algleichungen Techniken beschreiben, die in vielen Fillen die explizite Losung ermoglichen. Es
handelt sich um klassische Techniken, die eine lange Geschichte haben; zum Teil sind sie auch in
Computerprogrammen (wie MAPLE oder MATHEMATICA) implementiert. Ist solch eine Losung
verfiigbar, so ist dies allen numerischen Verfahren weit iiberlegen.

4.1 Problemformulierung
An Stelle der bisher betrachteten Differentialgleichungen der Form
i = f(t,2)
betrachten wir in diesem Kapitel implizite skalare nichtautonome Differentialgleichungen der Form
&g(t,x) +h(t,z) =0 (4.1.1)

in R x R. Dabei sind im Weiteren immer D C R x R eine offene Menge und ¢,h : D — R stetig
und beziiglich = Lipschitz-stetig. Ist g(¢,x) # 0, so ist (4.1.1) offenbar dquivalent zu der expliziten
Differentialgleichung

h(t,z)

g(t,z)

(Aquivalent heift, dass die Losungen der beiden Differentialgleichungen iibereinstimmen, falls fiir
sie g # 0 ist). Daher fithren wir den eingeschréinkten Definitionsbereich

(4.1.2)

D:{(t7$) ED, g(t,x) 7&0}

ein. Auf D ist auch ZE::)) Lipschitz-stetig (sieche zum Beispiel Aulbach [4, Satz 2.4.7]. Daher

gelten auf D alle Aussagen, die wir iiber Existenz und Eindeutigkeit von Losungen fiir explizite
Differentialgleichungen bewiesen haben. Insbesondere existiert fiir eine Anfangsbedingung

z(r)=¢, () e DCR xR

33
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eine eindeutige maximale Losung A(¢; 7, €) auf dem Existenzintervall Ipnax(7,§) (in diesem Kapitel
verwenden wir standardmiiiig diese Buchstaben fiir Anfangsbedingungen). Sei k : D — R stetig
mit (¢, z) # 0 fiir alle (¢,z). Dann ist (4.1.2) offenbar dquivalent zu

h(t,z)k(t,x)
g(t,x)k(t, z)

Diese triviale Beobachtung wird sich spéter als sehr niitzlich erweisen.

Der skalare Fall mag als nicht besonders interessant erscheinen. Aber weil wir nichtautonome
Gleichungen betrachten, haben wir eigentlich ein zwei-dimensionales Problem. Ferner werden wir
spéter sehen, dass diese ein-dimensionalen nichtautonomen Differentialgleichungen benutzt wer-
den kénnen, um zwei-dimensionale autonome Differentialgleichungen wie die Pendelgleichung zu
studieren.

4.2 Exakte Differentialgleichungen und Trennung der Va-
riablen
Wir beginnen mit der folgenden Definition.

Definition 4.2.1 Die Differentialgleichung (4.1.1) heif§t evakt auf D, falls es eine Stammfunktion
genannte stetig differenzierbare Funktion (C'-Funktion) S : D — R gibt mit

g—f(t,m) = h(t,z) und g—i(t,x) = g(t,x) fir alle (t,x) € D. (4.2.1)

Was nutzt die Kenntnis einer Stammfunktion?

Satz 4.2.2 Die Differentialgleichung (4.1.1) sei exakt mit der Stammfunktion S. Dann gilt auf
dem eingeschrinkten Definitionsbereich D:
(i) die Losung erfillt

S, A(t;71,8)) = S(7,€) fiir alle (1,€) € D, t € Iyax(7,§).
(ii) Fiir alle (7,€) € D ist die Niveaumenge
N(7,€) :=={(t,z) € D, S(t,x) = S(1,£)}
Vereinigung von Losungskurven.
Beweis. (i) Nach Definition gilt fiir jedes (7, &)
At 7,9)g(t, At 7,6)) + h(t; At 7,€)) = 0.

Mit (4.2.1) und der Kettenregel folgt fiir alle ¢

d oS oS :
= h(t,\(t;7,€)) + g(t, AMt; 7, ) At 7, €)
=0.

Also ist S konstant langs (¢, A(t; 7, €)).

(ii) Folgt aus (i). =

Der Satz zeigt, dass zu (7,¢£) € D die Losungskurve (¢, A\(¢;7,€)),t € Inax(7, &), Teilmenge der
Niveaumenge N(7,£) von S ist. Die Niveaumengen von S sind nach dem Theorem iiber Implizite
Funktionen Kurven, falls die Ableitung von S nach x regulér ist, d.h. g—g(t,x) =g(t,z) # 0. In

den Punkten aus D \ D (dies sind die Punkte mit g(t,2) = 0 ist) haben wir allerdings keine
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Information. In den anderen Punkten ist die Losungskurve aber durch die Niveaumenge von S
eindeutig gegeben. Etwas formaler ausgedriickt: Mit

N(r,€) == {(t,z) € D, S(t,z) = S(7,€)}
gilt ~
N(r,§) :==N(r,§)nD

und nur in den Punkten aus N(7,&) \ N(7,€) kann die Niveaumenge kompliziert sein.

Beispiel 4.2.3 Betrachte
it+z+t* =0.
Die Gleichung ist exakt, weil auf R?
t3
S(t,z) =tz + —
3
eine C-Stammfunktion ist,

oS B oS B 9
%(t,x) =t und a(t,x) =xz+t.

Hier ist D = R? und der eingeschrinkte Definitionsbereich D ist
D = {(t,x) € R*| t#0}.
Hier sind die Niveaumengen

~ ~ t3 7_3
N(T,é“):{(t,x)eD:RH tx+3:75+3}

und daher (Auflésen nach x)

{(t,$)€R2| r=1 T§+g—3)f§ undt;é()}v falls 76+ % #0

N(7,§) = ({0} x R) U (t7_§)\teR}7 falls T§+TT;=0

Im ersten Fall besteht N(7,€) aus zwei Kurven, von denen nur eine die Losungskurve durch (r,€)
enthdlt (man muss t > 0 und t < 0 unterscheiden; vgl. hierzu auch Aulbach [4], Kapitel 4). Man
erhdlt hier fiir T # 0,€ € R sogar explizit die allgemeine Losung. Denn aus

t3 7_3

folgt nach Satz 4.2.2 und Satz 2.4.10

AT, 8) = % (Tf—l—i) —g, t#0.

Im Allgemeinen kann man allerdings S(t, z) = S(7, &) nicht nach  auflosen, und erhélt deshalb
keine Formel fiir die allgemeine Loésung. Im folgenden Beispiel erhilt man dennoch Informationen
iiber die Losungen.

Beispiel 4.2.4 Betrachte
S(t,x) = txe”

als Stammfunktion einer Differentialgleichung. Diese ist dann gegeben durch

zte® (1 + x) + ze® =0,
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weil 93 (t, ) = te®(1 + x) = g(t,z) und 22 (t,z) = ze® = h(t,x). Hier ist
D = {(t,z) € R?, (1 +x) #0}.

Auflésung von S(t,x) = S(7,€) nach x ist nicht maglich. Aber Auflosung nach t ist fir x # 0
maoglich. Man erhdlt fir € # 0

N(r,€) = {(t,z) € D| tze® = 7€e* # 0} = {(f@£_$7m) ER? |z #0, —1}

und fir £ =0
N(1,0) = {(t,z) € D| tze® = 0} = {(t,0) € R?*| t # 0}.

Bis auf die beiden horizontalen Losungskurven (die beiden t-Halbachsen) lassen sich also alle
Lésungskurven als Graphen von Funktionen mit t in Abhdngigkeit von x explizit darstellen.

Es ergeben sich die folgenden Fragen:
1. Wie stellt man fest, ob eine Differentialgleichung exakt ist?
2. Wie berechnet man gegebenenfalls eine Stammfunktion?

Sind g und h sogar C'-Funktionen, so folgt aus der Exaktheit, dass S(¢,z) sogar eine C2-
Funktion ist mit

g s %S _on
9t 1) = s 0 %) = grg b ®) = 5o (6 2):

Also muss die folgende Integrabilitéitsbedingung

dg __Oh
5 (t2) = 5 (t.2) (42.2)

gelten. Das folgende Beispiel zeigt, dass die Bedingung (4.2.2) zwar notwendig, aber nicht hinrei-
chend fiir die Exaktheit ist.

Beispiel 4.2.5 Betrachte auf D = R?\{(0,0)}

.t T
i _
t2 22 12 4 g2

=0. (4.2.3)

Dann gilt mit g(t,z) = mﬁ und h(t,z) = — iz die Bedingung (4.2.2), weil
dg t2 + 2% — t(2t) 22 — 12 t2+ 2% —z(2z) Oh
7(12,%): 5 o2 = 2 V) = — 5 o2 :7(t’x)
ot (t2 + 22) (t2 + a2) (t2 + 22) O

Die Differentialgleichung (4.2.3) ist aber nicht exakt: Sei S : D — R eine Stammfunktion, also

08 x oS t

D t0) = - d 22 (t,2) = .
8t(’x) 12 + 22 un 8x(’x) 12 4 g2

Die Funktion P(c) := S(coso,sino) ist natirlich periodisch, aber fir o >0

d oS oS sin’ o cos? o

—P(0) = ———(coso,sino)sino + —(cos o, sino) coso = + =1.
do ot ’ Oz ’ cos2o +sin®o  cos2o +sin’o

Widerspruch zur Periodizitdt!

Der Grund fiir diese Liicke zwischen Exaktheit und der Integrabilitit liegt in dem “Loch”, auf
dem ¢ und h nicht definiert sind. Andernfalls ist die Integrabilitit hinreichend fiir die Exaktheit.
Wir zeigen dies fiir Rechtecksgebiete.
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Proposition 4.2.6 Betrachte die Differentialgleichung
zg(t,z) + h(t,z) =0

aufD = (a,b) x (¢,d) C R? mit —o00 < a < b < oo und —o0o < ¢ < d < oo. Die Funktionen g
und h seien hier stetig differenzierbar. Dann ist die Integrabilitatsbedingung (4.2.2) notwendig und
hinreichend fir die Exaktheit.

Beweis. Celte (4.2.2). Wir zeigen, dass fiir (1,£) € D
t T B
S(t, x) ::/ h(s,m)ds—i—/ g(t,y)dy, (t,z) € D, (4.2.4)
T 3

eine Stammfunktion ist. In der Tat: Es gilt %(t,m) = h(t,z) und wegen (4.2.2) (Differentiation
unter dem Integral ist hier erlaubt, weil 4 und g C*-Funktionen sind)

S

%(tﬂ;‘) = /7— %(S7x)ds+g(7ax) = /T %(va)d3+g(7’m) Zg(t,.');‘) —g(T,a?)—i—g(T,x) = g(t,.%').

]
Die Methode der Trennung der Variablen kann als Spezialfall der obigen Konstruktion inter-
pretiert werden.

Bemerkung 4.2.7 Betrachte
i = p(H)q(a) (4.2.5)

mit p: D1 — R stetig und q : Dy — R Lipschitz-stetig und D1, Do C R, offen. Jede Nullstelle von
q liefert eine konstante Losung. Also beschrinken wir uns auf die offene Menge

D = {(t,.%‘) € Dy x D2| q(.T) 7& O}

Hier ist (4.2.5) dquivalent zu der impliziten Gleichung

Offenbar ist hier der eingeschrinkte Definitionsbereich D = {(t,a:) eD| ﬁ #* O} = D. Auf
jedem Rechteck (a,b) X (¢,d) C D ist mit g(t,x) = ﬁ und h(t,x) = —p(t) die Integrabilititsbe-
dingung
dg oh
it 2) = (¢t
(t.0) = 91,

hier trivialerweise erfillt. Wir konnen also die Stammfunktion (auf einem Rechteck, das (7,&)
enthdlt) schreiben als

S(t,x) = /Tt h(s,z)ds + /:'g(T7 y)dy = — /Ttp(s)ds + /: ﬁdy.

Dann lisst sich S(t,z) = S(1,€) in der Form

[ s [ o

schreiben. Berechnen der Integrale und Aufiésen nach x liefert dann die allgemeine Lisung.
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4.3 Integrierende Faktoren

Wir beginnen mit einem Beispiel. Es zeigt, dass eine explizite Differentialgleichung zu verschiede-
nen impliziten Differentialgleichungen #quivalent sein kann, von denen einige exakt, andere nicht
exakt sein konnen.

Beispiel 4.3.1 Die Gleichung
T =tz

kann auf verschiedene Weise als implizite Gleichung der Form xg(t,x) — h(t,z) = 0 geschrieben
werden, etwa

& —tx =0 auf Dy :=R?;

1
#——t="0auf Dy ={(t,z) eR?| z #0};

1
:'ngx:() auf D, := {(t,z) € R*| t # 0};

i%—lz() auf Dg := {(t,z) € R?| tx # 0}.

Auf jedem Quadranten in R? sind die Integrabilititsbedingungen (% = %) in den vier Fdllen

Jeweils:
0=t; 0=0; —%E—l; -

t 12z 0-

Offenbar ist nur die zweite Form exakt.

Wir kénnen also durch geschickte Umformulierung (Multiplikation mit einer geeigneten Funk-
tion) manchmal die Exaktheit erreichen; dabei sollte der Definitionsbereich erhalten bleiben.

Definition 4.3.2 Gegeben sei
g(t,x) + h(t,z) =0

mit g, h : D—R stetig und Lipschitz-stetig beziglich x, D c R? offen. Dann heifit eine stetige
und beziglich x Lipschitz-stetige Funktion m : D — R integrierender Faktor (oder Eulerscher
Multiplikator), falls m(t,x) # 0 auf D und die Differentialgleichung

g(t,x)m(t,x) + h(t,x)m(t,z) =0
auf D exakt ist.

Offenbar sind die beiden Differentialgleichungen fquivalent, haben also dieselben Losungen.
Als Anwendung betrachten wir die Bernoullischen Differentialgleichungen.

Beispiel 4.3.3
& = a(t)x + b(t)z®

mit a,b: D1 — R stetig und D1 C R offen. Sei
D = Dy x (0,00) C R?%

Dies konnen wir als Vereinigung von Rechtecken darstellen, und wir nehmen an, dass

a(t) £0, b(t) £0, o # 1.

Die Gleichung
& —a(t)z — b(t)z® =0,

also
g(t,x) =1 und h(t,z) = —a(t)x — b(t)z®,



4.3. INTEGRIERENDE FAKTOREN 39

ist nicht exakt wegen
g _ oh B o1
a(t,x) =0 und 8—m(t,x) = —a(t) — ab(t)z“"".

Wir erhalten einen integrierenden Faktor folgendermafen: Fiir eine Stammfunktion A : D1 — R
von a definiere

m(t,z) = (1 — a)z%el@DAW),
Mit .
Gt z) = (1 — a)z=e@™VAO  h(t z) = [a(t)z + b(t)z*] (o — 1)z~ %el@~DAD
18t A
zg(t,x) + h(t,x) =0
exakt, denn auf jedem Rechteck ist die Integrabilititsbedingung erfillt:

gz (t,z) = 5% [a(t)(a — Dz —b(t)(a — 1)] ela=DAR) — (a — l)e("‘_l)A(t) (1-a)a(t)z™
ag
= E(t,l‘).

Nach der Formel (4.2.4) berechnen wir jetzt eine Stammfunktion. Fir (1,€) € D gilt

0=5(tz)—S(r,¢)

t T
— [ itswyds+ [ otropdy
T 3
t T
= / [a(s)x + b(s)2?] (v — 1)z~ @ DAG) gg 4 / (1 —a)y el DAM gy
T 3

t t x
= 331_0‘/ (o — 1)a(s)e DA ds + (o — 1) / b(s)el @ DA ds 4 (1 — a)ele=DAT) / y~ “dy
T T 3

t

t
_ :L,l—a/ % |:€(a—1)A(s):| ds + (o — 1)/ b(s)e(®DAE) g5 1 (- DAG) [pl-a _ ¢1-a]

T

t
_ xlfoze(ozfl)A(t) . wlfae(afl)A('r) + (OL o 1)/ b(s)e(afl)A(s)dS + e(ozfl)A(T)xlfoz 7 e(afl)A(‘r)é-lfa

t
— ploea-DAM 4 (o 1)/ b(s)e(@ VAW g _ gla-DAM) 1o

T

Auflosen nach x ist hier moglich und liefert die allgemeine Lisung

1

t
At T, €)= eAlt) [e(o‘l)A(T)ﬁla +(1- a)/ b(s)e(afl)A(s)ds

Zum Beispiel erhdlt man fir
. sint
r=x+ —
T

(also o = —1,a(t) = 1,b(t) = sint,t € R) die Losung

2 4 2 4
A(t;1,6) = \/62“_7) [5 cosT + gsinT—l—f2 — gcost— gsint

auf D = R x (0,00). Diese Differentialgleichung kann man offenbar auch fir & < 0 betrachten,
man erhdlt

AT, =€) = M7, €) fir € > 0.
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Bemerkung 4.3.4 Es gibt keine allgemeine Methode, integrierende Faktoren zu bestimmen. Einen
Anhaltspunkt liefert aber die folgende Uberlequng. Auf einem Rechteck ist m(t,z) genau dann ein
integrierender Faktor, wenn

g(t,x)m(t,x) + h(t,z)m(t,z) =0

die Integrabilititsbedingung erfillt. Also

0 0
a [g(t,m)m(t, :L')] - % [h(tvx)m(tax)]
oder, mit der Produktregel
dg om __0Oh om

also
am am B oh dg
g(t,x)ﬁ(t,m) - h(tw)%(t,x) =m(t, ) a(tﬂr) - E(t,x)

Diese partielle Differentialgleichung ist nur in Spezialfillen losbar. Vgl. Aulbach [4], pp. 158.

Bemerkung 4.3.5 Ausdriicke der Form
g(t,x)dx + h(t,z)dt =0 (4.3.1)

heifsen in der Literatur auch Pfaffsche Differentialgleichungen. Es sind keine Differentialgleichun-
gen im Sinn dieser Vorlesung; zu ihrer prazisen Definition bendtigt man die Theorie der Differenti-
alformen vom Grad eins (oder Pfaffschen Formen). Vgl. hierzu zum Beispiel H. Amann, J. Escher,
Analysis II, Grundstudium Mathematik, Birkhduser 2006 [3], Kapitel VIII.3. Wir beschrinken uns
hier auf die folgenden Uberlegungen: Eine Lésung von (4.8.1) ist eine stetig differenzierbare Ab-
bildung 1 = (11,2) eines Intervalls I nach R? mit ' (1) # (0,0) fiir alle T € I, so dass

g (M), (1) + h(p(T))phy(T) = 0 fiir alle T € 1.

Die Gleichung (4.8.1) kénnen wir auch als abkiirzende Schreibweise ansehen fiir die beiden Diffe-
rentialgleichungen

g(t,x)z—f + h(t,x) =0 und g(t,x) + h(t,x)j—i =0. (4.3.2)

Die Losungen dieser Differentialgleichungen sind dann, nach Reparametrisierung, Losungen 1 von
(4.8.1). Die Stammfunktionen der beiden Gleichungen in (4.5.2) stimmen iberein, denn es muss
jeweils gelten

a8 a8
a(t,x) = h(t,z) und a—x(t,x) = g(t,x).

Die Niveaulinien der gemeinsamen Stammfunktion stimmen also iberein und ebenfalls ihre Losun-
gen, eingeschrankt auf den Durchschnitt der eingeschrinkten Losungsbereiche. Wir kénnen (4.3.1)
also als verallgemeinerte Differentialgleichung auffassen, die die beiden Differentialgleichungen
(4.3.2) umfasst. In der (t,x)-Ebene sind dabei in den Losungen auch senkrechte Tangenten er-
laubt.

Bemerkung 4.3.6 Im Beispiel (4.2.3) impliziert Integrabilitit nicht Fxaktheit. Hier hat der be-
trachtete Definitionsbereich D = R?\{(0,0)} ein “Loch”. Ist dies ausgeschlossen (also D einfach
zusammenhdngend), so gilt diese Implikation. Man kann diese Eigenschaften auch nutzen, um
die Zahl der Locher im Definitionsbereich zu zdhlen. Beziehungen dieser Art werden in der alge-
braischen Topologie (mit Hilfe der Theorie der Differentialformen) ausgenutzt, um die de Rham-
Gruppen zu definieren, die Mannigfaltigkeiten klassifizieren (vgl. zum Beispiel W.M.Boothby, An
Introduction to Differentiable Manifolds and Riemannian Geometry, Academic Press 1986, Section
VL7, [5]).
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4.4 Weitere Losungsmethoden

Man kann Transformationen betrachten, um Differentialgleichungen auf bekannte Differentialglei-
chungen oder allgemeiner auf solche einfacherer Form zuriickzufiihren. Abstrakt kann man dies
folgendermaflen formulieren. Sei

dx n
= =f(to), f: DR, (4.4.1)

mit D C R x R™ offen. Betrachte eine bijektive Abbildung
T:D—RxR", (t,z)+— (s,y),
die die Losungen von (4.4.1) auf die Losungen einer (bekannten) Differentialgleichung

d
= gls.), g: (D) = R" (4.4.2)

abbildet. Dann kann man mit 7! auf die Losungen von (4.4.1) zuriickschlieen.

Beispiel 4.4.1 Betrachte
2
§+ 1 (4.4.3)

T = 2

Fiir die rechte Seite f(t,x) := §4+4/1 — f—;, f:D={(t,z) € R?| 2? < t?} — R, dieser Gleichung
gilt
flot,ox) = f(t,x) fir alle (t,x) € D, o > 0.

(man sagt auch, sie ist homogen vom Grad null). Wir wollen fiir einen Punkt (to,zo) € D, tg > 0,
die mazximale Losung berechnen und verwenden die Transformation

y= %, also T'(t,x) = (t, %)

Ist z(-) eine Losung von (4.4.3), so definiere y(t) := @ und verwende die Homogenitit, um zu
zeigen
oy 4o da(t) @@t —x®)  tf(Lz@) —ty(®)  fE ) -y f(Ly(®) —y()
yt) = dty(t)_ d t t2 B t2 t B t
y(t) + V1 -y —y(t)
" .

Also ist y(t) eine Lisung von
j= YV (4.4.4)

Der Definitionsbereich der rechten Seite ist
D ={(ty) eR |10, ye{S R, a® <t} = {(ty) B[t £0, |y| < 1}.

Die Gleichung (4.4.4) kann man mit Trennung der Variablen losen und erhdlt fir yo := f—g

arcsiny — arcsinyg = / =1Int — Intp,
V1-— w2 /0

also

t
y(t) = sin(arcsin yg + In t—)
0



42 KAPITEL 4. SKALARE NICHTAUTONOME DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

mit dem mazimalen Existenzintervall (es muss |y(t)] < 1 gelten, also arcsinyo +In 3 € (=5,5))
I = (toefgfarcsin Yo , toegfarcsin yo) .

Riicktransformation liefert, mit xo = tyo,
. . t
z(t) = ty(t) = tsin | arcsin(tzg) + In ) tel,
0

als Losung zum Anfangswert x(to) = xo.

Aulbach [4], Kapitel 4.3, diskutiert eine Reihe von weiteren Beispielen niitzlicher Transfor-
mationen. Wir werden auf Transformationen zuriickkommen, wenn wir die lokale Struktur von
Fliissen (also autonome Differentialgleichungen) studieren.

Eine weitere Losungsmethode (auch als Methode von Frobenius bekannt) beruht auf Reihen-
darstellungen von Losungen. Wir illustrieren dies wieder an Hand eines Beispiels, wobei wir auf
eine rigorose Herleitung verzichten. Betrachte die Differentialgleichung

1
25+t + (¢ — =0 (4.4.5)

Die Idee besteht darin, eine Potenzreihenentwicklung der Losung in der Form
o0
a(t) =) apt" (4.4.6)
n=0
anzunchmen, mit Konstanten c, ag, aq, ... € R. Gliedweises Differenzieren liefert

d & e 00
I(t) = & Z ant’ﬂ+c — Z an(n —+ c)thrcfl, :E(t) _ Z an(n + C)(TL +e— 1)tn+cf2'
n=0

n=0 n=0

Einsetzen in (4.4.5) und Umsortieren ergibt

oo oo 1 o0
0=1¢> Z an(n+c)(n+c—1)t"re2 4t Z an(n +e)t" et 4 (17 — Z) Z ant"te
n=0

n=0 n=0

oo 1 o0
= Z an, [(n + C)(?’L +c— 1) + (n + C) _ 4:| tnte + Z ant'rb+c+2
n=0

n=0
_ ian |:(n + C)Q _ 1:| tn+c 4 i an72tn+c.
n=0 4 n=2

Da dies fiir alle ¢ gelten soll, miissen die Koeffizienten alle gleich null sein. Wir erhalten fiir n = 0

1
ao (c2 - > =0, (4.4.7)
4
firn=1 )
a {(c +1)% — 4] =0, (4.4.8)
und fiir n > 2
1
n {(n +c)? - 4] + Gp_o = 0. (4.4.9)

Nehmen wir (0.B.d.A.) an, dass ag # 0, so impliziert (4.4.7), dass ¢ = +1.
Die Wahl ¢ = % in (4.4.8) liefert a; = 0. Da es sich um eine Gleichung zweiter Ordnung handelt,
wird die Losung von zwei Parametern abhingen. Wihlen wir ¢ = —%, so ist a1 (neben ag) ein
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Parameter, dies erscheint also verniinftig. Mit dieser Wahl von ¢ ergibt sich aus (4.4.9) fiir n > 2
die Rekursion

1 1 Ay
0=a, [(n — 5)2 — 4} +ap—2 = apn(n — 1) + ap—2, also a, = _le)'
Induktion liefert a a
T T . S
azn = (ZD)" 55 dan = (S Gy
Einsetzen in die Reihe (4.4.6) fiir (¢) ergibt dann
e Z ant® = 12 | ag Z Z e 2t
“ @2n+1)!
cost sint
= aO

7 +G1W.

Fiir alle ag, a1 € R ist dies, wie man leicht nachrechnet, eine Losung von (4.4.5).

Will man dieses Vorgehen rechtfertigen und insbesondere auch das maximale Existenzintervall
von Losungen bestimmen, braucht man weitere Eigenschaften von Potenzreihen. Ferner ist es
naheliegend, auch komplexe Losungen zuzulassen (einige Informationen dazu findet man auch bei
W. Walter [15]).
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Kapitel 5

Ebene Autonome Systeme

In diesem Kapitel diskutieren wir autonome Differentialgleichungen in R?. Zunsichst zeigen wir, wie
sie auf skalare, nicht-autonome Differentialgleichungen reduziert werden kénnen. Dann diskutieren
wir Hamiltonsche Systeme und erste Integrale.

5.1 Reduktion auf skalare Differentialgleichungen

Betrachte die autonome Differentialgleichung in R?

&= f(z,y), ¥ =g(x,y) (5.1.1)

mit f,g : D — R Lipschitz-stetig und D C R? offen. Die Idee zur Analyse besteht darin, die
Abhiingigkeit von y beziiglich x zu studieren, wobei x als eine verallgemeinerte Zeit aufgefasst
wird (oder analog x als Funktion von y). Das wird in der folgenden Proposition prézisiert.

Proposition 5.1.1 Betrachte fir (5.1.1) einen Punkt (zo,yo) € D.
(i) Gilt f(x,y) # 0 auf D, so ist die Trajektorie O(xo,yo) gleich der mazimalen Lésungskurve fiir

dy _ g(z.y)

= =Y. 5.1.2
i fay) y(xo) = yo (5.1.2)
(ii) Gilt g(x,y) # 0 auf D, so ist die Trajektorie O(xo,yo) gleich der mazimalen Lésungskurve fir
dz _ f(z,y)
— = , T(Yo) = xo. 5.1.3
dy g(x’y) ( 0) 0 ( )

Beweis. (i) Sei
(p1(t), p2(t)) :== o(t;z0,90), t € J := Jmax(Z0,¥0),

Losung von (5.1.1). Wegen f(z,y) # 0 auf D ist ¢1(t),t € J, streng monoton, hat also die
Umkehrfunktion
o1t p1(J) — J mit o7 (z0) = 0.

Mit t = @7 (z) erhilt man fiir die Trajektorie

O(20,0) = {(p1(1), p2(1)) € R? | t € J}
= {(p1(e1"(2)), p2(01 " (2))) € R?| 2 € 91 (J)}
= {(z, p2(¢1 ' (2))) € R*| w € p1(J)}.

Ferner ist y(z) := @2(p; ' (z)) die maximale Losung von (5.1.2), weil y(zo) = @a(o] (z0)) =
©2(0) = yo, und

B () = a1 (@) _ g(erler (@), paler (@) _ g(@y(x))
dz P11 (@) flerler ' (@), e2(e7 ' (@) flay(@)
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(ii) folgt analog. m

Bemerkung 5.1.2 Die obige Diskussion zeigt, dass die beiden Differentialgleichungen

Y F(w9) ~ 9(oy) =0 und — () + fl,y) =0 (514
T dy

fiir die Analyse bendtigt werden. Dies entspricht den “Pfaffschen Differentialgleichungen” aus
Bemerkung 4.3.5. Die Lisungen einer Pfaffschen Differentialgleichung sind Kurven in der Ebene,
die eine C-Parametrisierung (wie die Trajektorien von (5.1.1) durch t) haben; dabei setzt man
noch voraus, dass fiir diese Parametrisierung v : I C R — R? gilt, dass ¢'(t) # (0,0) fiir alle t.

5.2 Hamiltonsche Differentialgleichungen und erste Integra-
le

Im vorangehenden Kapitel haben wir Exaktheit von Gleichungen der Form (5.1.2), (5.1.3) zu ihrer
Losung benutzt. Hier kann man dies auch direkt an dem zwei-dimensionalen autonomen System
(5.1.1) ablesen. Datfiir ist das folgende Konzept, das wir nicht nur fiir skalare Systeme formulieren,
niitzlich.

Definition 5.2.3 Es sei D C R?" offen und H : D — R eine C'-Funktion. Dann heifst eine
Differentialgleichung der Form

0H . OH

&= ?y(xvy)’y = _%(x’y) (525)

eine Hamiltonsche Differentialgleichung.

Man beachte, dass in (5.2.5) die rechte Seite als Spaltenvektor betrachtet wird. Die Differenti-
algleichung (5.1.1) in der Ebene R? ist also eine Hamiltonsche Gleichung, falls es eine C''-Funktion
H : D — R gibt mit

0H

%(m,y) = —g(z,y) und aa—]y{(x,y) = f(z,y) auf D. (5.2.6)

Dann ist offenbar H eine Stammfunktion fiir beide Differentialgleichungen in (5.1.4).

Proposition 5.2.4 Fir eine Hamiltonsche Differentialgleichung (5.2.5) mit Hamiltonfunktion H
gilt
H(p(t;xo,y0)) = H(xo,y0) fir alle (zo,y0) € D und t € Jmax(xo,Yo)-

Die Niveaumengen {(z,y) € R?"| H(x,y) = c} mit c € R sind also Vereinigung von Trajektorien.

Beweis. Wir schreiben fiir die 2 und y-Komponenten der Losung von (5.2.5) auch (¢1(¢), ¢2(t)) :=
o(t; o, yo). Mit der Kettenregel folgt fiir alle ¢

GHEL0,92(0) = G (10 o2 21(6) + - (01(2),02(6)” - pal®)
— S 0,00 - G a0 ea(0) — G er(0) 20 G (10, 2(0) =

Im einleitenden Kapitel haben wir mechanische Systeme diskutiert, die durch Differentialglei-
chungen der Form
&= F(x)
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beschrieben werden. Sie sind dquivalent zu dem System erster Ordnung
t=vy, y=F(x)
in der Ebene. Weil Reibungsverluste unberiicksichtigt bleiben, ist die Gesamtenergie konstant. Sie

ist die Summe aus der kinetischen Energie und der potentiellen Energie

x

1
20 =) baw. — [ Fluw)du

Zo

hierbei sind xy und yy Normierungsgréfen. Es ist dann

i) = 507 ~3d) - [ Plw)w (5.2.7

die zugehorige Hamilton-Funktion mit H (xg,yo) = 0.

Beispiel 5.2.5 Das einfachste Beispiel solch einer (nichtlinearen) Hamiltonsche Differentialglei-
chung ist das reibungslose Pendel
L=y, y=—sinx (5.2.8)

mit Hamiltonfunktion

1
H(z,y) = §(y2 — y2) — cosx + cos x.

Die Niveaumengen sind
N(z0,90) = {(x,y) € R?| y*> —2cosz = y5 — 2coszo}

Die Trajektorien sind nach Proposition 5.2.4 Teilmengen von Niveaumengen. Fiir ¢ € R sind die
Niveaumengen

N. = {(z,y) € R*| y* —2cosz = ¢} = {(x, £V2cosz + ¢) € R?| 2cosx + ¢ > 0}.

Offenbar ist N. = & fir ¢ < —2. Im Intervall x € [—m, 71| erhdlt man (fir c = —2) N_o = {(0,0)};
fiir ¢ € (—=2,2) ergeben sich geschlossene Kurven um (0,0). Dies sind periodische Lisungen von
(5.2.8). Fiir ¢ = 2 erhdlt man zwei Kurven, die die Punkte (—m,0) und (7, 0) verbinden Diese bei-
den Punkte sind Gleichgewichte der Differentialgleichung, sie sind verbunden durch Trajektorien,
die fiir t — +oo gegen die Gleichgewichte gehen.

Beispiel 5.2.6 Als weiteres Beispiel betrachten wir

&=z — 2
also
i=vy, y=F(z) =2 — 2% (5.2.9)

Die zugehédrigen skalaren nichtautonomen Differentialgleichungen sind

2 _ hatadt _ 2 g

Man erhdlt aus (5.2.7) (mit xo = 0,yo =0)

1 1 1
H(z,y) = §x3 - 5372 + iyz.
Die Niveaumengen
c 1 1 1
c_ g L B R
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beschreiben das Phasenportrit. Auflosen nach y liefert

2
y::tq/c—i—xz—g:ﬁ

fiir ¢ + x? — %xd > 0. Das Gleichgewicht (0,0) liegt in der Niveaumenge mit ¢ = 0.und das
Gleichgewicht (1,0) liegt in der Niveaumenge mit ¢ = —%. Diskussion der Graphen der Funktionen
z—c+a?— %x?’ liefert das Phasenportrdt.

Die Verwendung von integrierenden Faktoren kénnen wir auch fiir die autonomen Systeme in
der Ebene ausnutzen, wenn also kein Hamiltonsches System vorliegt. Man beachte, dass sich das
Phasenportrit des autonomen Systems (5.1.1) in der Ebene

= f(z,y), ¥ =g(x,vy)

nicht #ndert, wenn man stattdessen

&= f(z,y)m(z,y), § = g(z,y)m(z,y) (5.2.10)
mit m(x,y) # 0 auf D betrachtet. An Stelle der beiden Gleichungen
dy dx
f(x7y)% - g(l’,y) =0 und g(x?y)?y - f(mvy) =0

hat man dann die mit m(x,y) multiplizierten Gleichungen

[z, y)m(z, y)% —g(z,y)m(z,y) = 0 und g(z,y)m(z, y)% — f(z,y)m(z,y) = 0.

Eine Hamilton-Funktion von (5.2.10) ist nicht notwendigerweise eine Hamilton-Funktion von
(5.1.1). Daher fiithren wir den folgenden allgemeineren Begriff ein.

Definition 5.2.7 Eine C*'- Funktion F : D — R heifit erstes Integral von (5.1.1), falls

oF

Offenbar ist jede Hamilton-Funktion ein erstes Integral.

Proposition 5.2.8 (i) Sei F': D — R erstes Integral fir (5.1.1). Dann gilt fir alle (xo,y0) € D
und t € Jmax(mo,yO)
F(p(t;w0,90)) = F(20,Y0)-

(ii) Sei m : D — R ein integrierender Faktor fir

dy
4y -0
flay) o —9(x,y)
und S : D — R eine zugehorige Stammfunktion, so ist S(x,y) ein erstes Integral von (5.1.1).

Beweis. (i) Es gilt mit (z(t),y(t)) = ¢(t; zo, yo)

GFEa0.0)) = G (@16, 22(6) - 10+ 5 (1(0).92(0) - (0
oF oF

= 87(901@)»902(15)) < fp1(t), p2(t)) + afy(%(t),wz(t)) ~g9(p1(t), pa(t)) = 0.

(ii) Nach Voraussetzung gilt auf D

5o @) = gl y)m(z. ) wnd 5 (2.9) = fap)m(z,),
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also 58 Py

[
Nicht jede Differentialgleichung besitzt ein nichtkonstantes erstes Integral, wie das folgende
Beispiel zeigt.

Beispiel 5.2.9 Die Gleichung
T = -, y =Y
hat den Fluss
(t; 0, 90) = (zoe ™", yoe ).
Ist F ein erstes Integral, so folgt fiir alle (xo,y0) € R? und t € R

F(zo,y0) = F(p(t; 0, 90)) = lim F(p(t;20,90)) = F(0,0).
Also ist F' konstant.

Bemerkung 5.2.10 Die obigen Resultate kann man sogar benutzen, um fir (5.1.1) die Durch-
laufzeit von Trajektorienstiicken zu berechnen. Also: In welcher Zeit T wird fir zwei Punkte
(20,90), (x1,y1) auf einer Trajektorie von (5.1.1) dieses Trajektorienstiick durchlaufen? Die Zeit
T ist positiv oder negativ, je nach der Durchlaufrichtung. Wir nehmen dazu an, dass auf diesem
Trajektorienstiick f(x,y) # 0 gilt. Der Einfachheit halber sei f(x,y) > 0 und xo < x1. Ferner sei
y(z) die Losung von

dy _ g(z,y)

ar ~ fGy) NI

Nach Voraussetzung ist y(x1) = y1. Wir behaupten:

r= / f(xfl;(z»‘

Zum Beweis beachte, dass fir die Losung (v1(t), 02(t)) = ¢(t; 2o, yo),t € [0,T] gilt

{(x7y(x))’ x € [3307371]} = {((pl(ﬁ),(pz(t)), te [O’T]}’

insbesondere ist p1(0) = xo und p1(T) = x1. Wegen o1 = f(p1,92) > 0, existiert die Umkehr-
funktion o7 " : [xo, 21] — [0,T], und

(p1(p1 ! (2)), 297 ' (2)) = (2, y(2)). (5.2.11)

Ferner ist nach dem Transformationssatz fir Anderung der Integrationsvariablen und dem Inverse-
Funktionen-Theorem

T g&l(T) ] 1
0<T= / 1dt = / 1 (7Y (2)dx = / ————du.
0 #1(0) zo P1lpr (@)

Wegen der Differentialgleichung (5.1.1) und wegen (5.2.11) ist dies gleich

o 1 1 dx
/:co f(<P1(<Pl1(96))&2(@11(33)))%_/xo flzy(z))’

wie behauptet.
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Kapitel 6

Lineare Differentialgleichungen

In diesem Kapitel diskutieren wir zunéchst lineare nichtautonome Differentialgleichungen. Dann
wenden wir uns speziell den autonomen linearen Differentialgleichungen zu, wo wir wesentlich
explizitere Resultate geben konnen.

6.1 Nichtautonome Lineare Differentialgleichungen
In diesem Abschnitt betrachten wir nichtautonome lineare Differentialgleichungen der Form
&= A(t)x +g(t), (6.1.1)

wobei A(t) und g(¢) stetige Funktionen von ¢ in einem Intervall I sind mit Werten in R™*™ bzw.
in R™. Wir werden sehen, dass die Losungstheorie starke Analogien zu der Losungstheorie von
linearen Gleichungen im R" der Form

Az =b

mit A € R"*™ b € R™ aufweist. Insbesondere spielt die homogene Gleichung
i = A(t)z (6.1.2)

eine besondere Rolle. Wir werden in diesem Kapitel viele Konzepte und Resultate aus der Linearen
Algebra wiederfinden.

Die lineare Unabhéngigkeit wird auch fiir Lésungen von (6.1.2) eine grofie Rolle spielen. Da es
sich um Funktionen handelt, miissen wir einen Vektorraum von Funktionen betrachten. Geeignet
ist dafiir zum Beispiel der unendlich-dimensionale Vektorraum

CHI;R™) = {¢: I — R™ stetig differenzierbar};

hierbei sind die Vektorraum-Operationen jeweils punktweise definiert (zum Beispiel ist o1 + @2
die Funktion aus C*(I;R"), die definiert ist durch (¢1 + p2)(t) := @1(t) + @a(t), t € I).

Bemerkung 6.1.1 Der Vektorraum C*(I,R) ist unendlich-dimensional, weil es fiir alle k € N

Funktionen p; € CY(I,R),i = 1,...,k, gibt, so dass {¢1,..., o} linear unabhingig sind: Wihle k

paarweise verschiedene Punkte t; € I, und definiere @; als eine C1-Funktion mit p;(t;) = 1 und
t—t;

pi(t;) =0 firi#j (zum Beispiel p;(t) := [, =t € I). Dann folgt aus
191 + ... + agpr =0 mit ; € R,
dass fiir jedes i und t = t;

0= Oq(pl(ti) + ...+ OzkgOk(ti) = Ozigﬁi(ti) = ;.

o1
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Fiir jede Inhomogenitét g im Vektorraum C(I,R™) der stetigen Funktionen von I nach R™
bezeichnen wir mit A\, (¢; to, o) die Losung von (6.1.1) zur Anfangsbedingung z(tg) = xo; sie exis-
tiert nach Theorem 2.4.13 auf dem Intervall I. Insbesondere ist Ao (¢; to, zo) Losung der homogenen
Gleichung (6.1.2). Ferner sei

L(g) = {p € C'L,R™) | p(t) = A(t)p(t) + 9(1), t € I}

die Menge der Losungen von (6.1.1).
Es gilt die folgende als Superpositionsprinzip bekannte einfache Eigenschaft. Sie zeigt, dass
L(g) ein Untervektorraum von C1(I,R") ist.

Proposition 6.1.2 Fiir o1 € L(g1), 2 € L(g2) und ¢1,¢2 € R gilt
C1p1 + Capa € [,(6191 + 6292)-

Beweis. Dies folgt aus

%(Cﬂpl(t) + cap2(t)) = c1A(t)p1(t) + c191(t) + c2A(t)p2(t) + caga(?)
= A(t) [crpr(t) + cap2(t))] + c191(t) + c2g2(t).

]
Die folgende Aussage ist grundlegend.

Satz 6.1.3 Fir jedes tg € I ist
Zo = )\(](-;to,xo) :R™ — ,C(O) (613)

ein Vektorraum-Isomorphismus. Daher ist £(0) ein n-dimensionaler Unterraum von C*(I,R™)
und fir alle g € C(I,R™) gilt

L(g) = {p} + w0 € C'(I,R™) | o € L(0)}, (6.1.4)
wobei @, eine beliebige Lisung des inhomogenen Systems (6.1.1) ist.
Beweis. Fiir alle ¢1,c2 € R, x1,x5 € R™ ist
Ao(t;to, c1m1 + caw2) = c1Xo(ts to, 1) + cado(tsto, 22),t € I,

weil dies die eindeutige Losung von & = A(t)z mit 2(tg) = c121 + caxo ist. Also ist die Abbildung
(6.1.3) linear; sie ist injektiv wegen A(to;to, o) = xo und surjektiv, weil fiir alle g € £(0) gilt

0o = Ao(+, to, po(to))-

Es folgt, dass (6.1.3) ein Isomorphismus ist. Die Gleichheit (6.1.4) folgt aus dem Superpositions-
prinzip: Sei ¢} € L(g). Dann ist ¢} + ¢, € L(g) fiir alle pg € £(0). Umgekehrt, ist ¢, € L(g), so
ist p; — g € L(0). =

Eine Konsequenz dieses Satzes ist die folgende Aussage.

Proposition 6.1.4 Gegeben seien m < n Lisungen @1, ..., pm von (6.1.2). Dann sind dquivalent:
(i) Die Funktionen p1, ..., oy sind linear unabhdingig in C1(I,R™).
11) Fir jedes tog € I sind p1(to), .-, om(to) linear unabhdngig in R™.
2
(iii) Es gibt ein to € I, so dass ©1(to), .-.; om(to) linear unabhingig in R™ sind.

Beweis. Offensichtlich impliziert (ii) die Bedingung (iii) und (iii) impliziert (i). Gelte (i) und
betrachte fiir ein ¢y € I eine Linearkombination

041<p1(t0) + ...+ amgom(to) =0 mit «o; € R.
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Offenbar ist
©i(t) = Xo(t; to, pi(to)), t € 1.

und daher folgt aus der Linearitéit in Satz 6.1.3 fiir alle t € T

0= Ao(t; to,O) = )\o(t;to, 0414,01(150) + ...Oém(pm(to)) = Ozl)\o(t;to, (,Ol(to)) + ...+ Ckm)\o(t; 1207 (pm(t()))
=a101(t) + ... + amem(t).

Aus (i) folgt damit a; = 0 fiir alle ¢ und (ii) ist bewiesen. m
Den Spezialfall autonomer homogener linearer Differentialgleichungen

T = Ax

mit A € R™*™ haben wir bereits im Kapitel 1 diskutiert. Die Losungen sind von der Form

— i (t—to)’
_ i (t— 1o
)\O(t; th xO) = eA(t tO)wO = ZAl 7| Zo,
par il
insbesondere
At — it

)\0(1?, 0,1’0) =€ Ty — Z AZEZL'O

i=0

Fiir skalare nichtautonome lineare Differentialgleichungen der Form
& =a(t)r
gilt eine analoge Formel: Die allgemeine Lésung ist, wie man sofort nachrechnet, gegeben durch
At to, xo) = efito a(s)dsxo.
Es ist naheliegend zu vermuten, dass eine dhnliche Formel auch im nichtautonomen Fall gilt, also
A(t; to, xo) Z efftu A(s)dszg.

Das folgende Beispiel zeigt, dass dies falsch ist. (In diesem Beispiel ist, um die Rechnung zu
vereinfachen, A(t) nur stiickweise stetig).

Beispiel 6.1.5 Sei

A(t)::(g (1)) fiir t € [0,1] undA(t):z(Ol 8) fiir t > 1.

Man beachte, dass diese beiden Matrizen nicht kommutieren. Betrachte die lineare nichtautonome
Differentialgleichung in R? gegeben durch @ = A(t)z, also

T1 =x9,T9 =0 furt € [0, 1], und 1 = 0,29 = —x1 furt > 1.
Sei x(0) = (1,0)T. Fiir t € [0,1] ist z2(t) =0 und z1(t) = 1. Fiirt > 1 ist

z1(t) =x1(1) = 1 und zo(t) = 1 — ¢,

(25)=(4)

also firt =2

Andererseits ist
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und firt > 1

/OtA(s)ds—/OlA(s)der/ltA(s)ds—(8 (1)>+<ff(—01)ds 8)‘(1& é)

Insbesondere erhdlt man fir t = 2 und den obigen Anfangswert

0 1
0
JEA(s)ds [ % _ (1 O) 1y cos1 1
’ <$é>e 0) =\ —sin1 )7\ 21 )

Dies Beispiel zeigt, dass - trotz vieler Ahnlichkeiten - nichtautonome nichtskalare lineare Dif-
ferentialgleichungen wesentlich komplizierter sind als skalare oder autonome lineare Differential-
gleichungen. Sie liefern sogar auch jetzt noch aktuelle Forschungsfragen.

Wir wenden uns jetzt der Darstellung von Losungen zu.

Definition 6.1.6 FEin Fundamentalsystem von (6.1.2) besteht aus n linear unabhdingigen Lésun-
GEN P1, ..., Pn, und eine n x n-Matrizfunktion ®(t), deren Spalten ein Fundamentalsystem bilden,
heifst Fundamentalmatrix.

Nach Satz 6.1.3 kann daher jede Losung als Linearkombination der Losungen eines Funda-
mentalsystems dargestellt werden. Nach Proposition 6.1.4 ist dann fiir alle ¢ € I die Determinante
det ®(¢) # 0, also ®(t) eine reguléire Matrix. Offenbar ist jede Fundamentalmatrix ®(¢) eine Losung
der Matrix-Differentialgleichung in R™*™

X(t)=AW)X(2). (6.1.5)
Die Losungen dieser Differentialgleichung mit Anfangsbedingungen der Form
X(to) = I, I, die n x n-Einheitsmatrix,

bezeichnen wir mit ®(¢,1),t,to € I, und nennen sie Ubergangsmatrix oder Hauptfundamen-
talmatrix. Sie ist eine spezielle Fundamentalmatrix, und die allgemeine Losung der homogenen
Gleichung @ = A(t)x erfiillt

/\o(t;to,xo) = @(t,to)&?o, (616)

weil auch fiir die rechte Seite gilt

d
@ [(I)(tﬂf())fto] = A(t)q)(tto),f() und ‘D(to,to).’)?o = Xo-

Die Ubergangsmatrix hat die folgenden Eigenschaften.

Proposition 6.1.7 Die Ubergangsmatriz ®(t,to) von (6.1.2) erfillt fiir alle to,t1,ty € I:
(i) @(to.to) = In;

(i) ®(ta,t1)P(t1,t0) = P(t2,0);

(’LZZ) (I)(ﬁo,tl)_l = ‘b(tl,to).

(iv) Ferner ist ®(t,t) stetig differenzierbar in jedem Argument.

Beweis. (i) ist klar; (ii) folgt aus (6.1.6) und der Kozykel-Eigenschaft fir £ = A(t)z (siehe
Proposition 2.4.11): fiir alle g € R™ ist

D(ta,t1) [D(t1,t0)x0] = No(t2;t1, Ao(t1;to, o)) = Xo(t2; to, xo) = P(t2,to)zo-
(iil) folgt aus (i) und (ii), weil

I, = ®(tg, tg) = ®(to, t1)P(t1,t0) = P(to, t1)P(to, 1) . (6.1.7)
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Stetige Differenzierbarkeit von ®(¢,tp) im ersten Argument gilt nach Definition. Stetige Diffe-
renzierbarkeit im zweiten Argument sieht man folgendermafien. Es sei Y (¢),¢t € I die eindeutige
(stetig differenzierbare) Matrixlosung von

Y (t) = =Y (t)A(t) mit Y (to) = I.
Dann gilt nach der Produktregel

% Y (1)B(L,t0)] = V(D to) + Y(t)%tb(t,to)

= Y ()A@) (¢, t0) + Y (1) A() (¢, o) =0,
also
Y(t)‘b(t,to) = Y(to)@(to,to) = In.
Es folgt, dass ®(to,t) = ®(t,to) "1 = Y () stetig differenzierbar in ¢ ist. m

Wir notieren die folgenden Eigenschaften von Fundamentalmatrizen.

Proposition 6.1.8 (i) Sei ®(t),t € I, eine Fundamentalmatriz von (6.1.2). Dann gilt fir die
allgemeine Losung
No(t;to, zo) = ©(t)®(to) 'z

(i) Ist ¥(t) eine weitere Fundamentalmatriz, so gibt es eine reguldre Matriz C mit ®(t) =
U(t)C fir allet € 1.

Beweis. (i) Nach Proposition 6.1.4 ist ®(¢) invertierbar und die rechte Seite ist eine Losung der
Differentialgleichung mit Anfangswert xy zur Zeit tg.
(ii) Nach (i) gilt
(I’(t)q)(to)_lmo = /\0(t;t0,$0) = \I/(t)\l/(to)_ll‘o.
Wé&hlt man fiir g der Reihe nach die Einheitsvektoren in R™, so sieht man, dass die beiden
Matrizen spaltenweise iibereinstimmen, also

(1) P(to) " = W(t)W(to) .

Multiplikation von rechts mit ®(¢g) liefert die Behauptung mit C := W(tg) "' ®(ty). m
Wir wenden uns jetzt der inhomogenen Gleichung (6.1.1)

i = A(t)z + g(t)

zu. Das Hauptergebnis dieses Abschnitts ist die folgende Losungsdarstellung, bekannt als Formel
der Variation-der-Konstanten (oder Variation-der-Parameter).

Satz 6.1.9 Fir die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung (6.1.1) gilt

Ny (8 t0, 70) :<I>(t,t0)m0+/ B(t, 5)g(s)ds, (6.1.8)

to
wobei ®(t, s) die Ubergangsmatriz ist.

Beweis. Nach (6.1.6) ist ®(¢,¢9)zo die Losung der homogenen Gleichung. Es bleibt nach Satz
6.1.3 also nur zu zeigen, dass
¢
oyt) = [ Blt9)g(s)ds
to

eine (partikulire) Losung der inhomogenen Gleichung mit ¢ (o) = 0 ist. Nun ist aber fiir jede
Fundamentalmatrix ¥
(t,s) = U(t)¥(s)™*,
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weil beide Seiten Losung von (6.1.5) mit ®(¢,¢) = W(t)¥(t)~! = I, sind (zum Beispiel gilt ®(¢,s) =
D(t,to)®(s,tp)"!). Differentiation nach der Produktregel liefert

i@@=i/3wm@w=ihw/3@*mm}

to tO

— AWU(E) [ B gls)ds + OO g0

= At)py(t) +g(t).

Bemerkung 6.1.10 Die Bezeichnung Variation-der-Konstanten oder Variation-der-Parameter
erklart sich folgendermafen: Fir die skalare Gleichung & = a(t)x ist

O(t,s) = els alr)dr (6.1.9)

Zur Liosung der inhomogenen Gleichung & = ax+ g, x(to) = xo, machen wir den folgenden Ansatz,

= el ()5 (mit u(to) = 1) der homogenen Gleichung variiert:

a(t) = c(t)u(?),

mit einer stetig differenzierbaren, zu bestimmenden Funktion c(t), den ,variierenden Konstanten”.
Offenbar ist dann c(ty) = x(to) = xo. Durch Einsetzen in (6.1.1) ergibt sich

der die Losung u(t)

cu + uc = acu + g,

also wegen U = au,
cu + auc = acu + g

und daher ) )
. g g — [E a(r)dr
t)y="—"~=—"—"—=9g(t ¢ .
&) u(t) S andr (B "o

Daraus ergibt sich

t t t s t
2(t) = e(t)u(t) = clto)u(t) + / u(t)é(s)ds = elio 1 4 / gls)e™ Jo 2 gJig arir g

to to

t t t
= el sy o / ele @ g (5)ds.

to

Mit (6.1.9) folgt die Variation-der-Konstanten-Formel.

Bemerkung 6.1.11 An dieser Stelle ist eine Warnung angebracht: Die Variation-der-Konstanten-
Formel (6.1.8) liefert eine handliche Darstellung der Losung. Fir allgemeine nichtautononome

Differentialgleichungen ist es aber unmdglich, eine explizite Formel fiir die Ubergangsmatriz ®(t, s)

anzugeben.

Wie gezeigt, ist die Losung von nicht-autonomen linearen Differentialgleichungen im Allge-
meinen nicht mit Hilfe der Exponentialfunktion darstellbar. Dies geht nur im skalaren Fall. Man
kann sich aber auch im n-dimensionalen Fall eine skalare Grofle verschaffen, indem man die De-
terminante einer Fundamentalmatrix betrachtet. Etwas allgemeiner definieren wir fiir eine n X n-
Matrixfunktion W (t), deren Spalten Losungen von (6.1.2) sind, die Wronski-Determinante als

w(t) = det W (t).

Die Matrix W(t) heifit dann auch Wronski-Matrix. Wegen Proposition 6.1.4 ist die Determinante
entweder identisch Null oder verschwindet fiir kein ¢.

Die Spur spurA einer quadratischen Matrix A ist die Summe der Diagonalelemente. Wir er-
halten die folgende Liouville-Formel.
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Satz 6.1.12 Die Wronski-Determinante von (6.1.2) ist eine Losung der skalaren homogenen li-
nearen Differentialgleichung

w(t) = [spurA(t)] w(t).

Daher gilt
w(t) = w(to)e‘ftt0 [spurA(s))ds fiir alle t,ty € 1.

Beweis. Sei W(t) = (w;;(t));,j=1,...n und schreibe
wi (¢)
woy=| . |,
()
wobel w;(t) = (wi1(t), ..., win(t)) die ite Zeile von W (t) bezeichnet. Es gilt

wu(t) e Tj}ln(t) an(t) e aln(t) wu(t) - wln(t)

'Li)nl(t) .. ’lbnn(t) an1(t) . . . apn(t) wnl(t) S Wan(
(oder w;; = Zzzlaikwkj). Zeilenweise geschrieben ist dies

’LUl(t) = au(t)wl(t) + ...+ aln(t)wn(t)
(6.1.10)

Wy (1) = ap1 (w1 (t) + ... + apn(t)wy ()

(oder w; = (Wit oy Win) = (O g QikWh1 s s 9 py GikWhn ) ). Betrachte die Determinanten-Entwicklung

det W (t) = Z (sgno)wi o(1)(t) .. Wno(n)(t),
cEX,

wobei Y, die Permutationsgruppe ist und o die Signatur einer Permutation o, also = 1, falls
die Anzahl der Transpositionen, als deren Hintereinanderausfithrung o geschrieben werden kann,

gerade ist und = —1 sonst. Differentiation liefert
d . .
57 det W(t) = > (5800 )t16(1))(E) o Waom) () + o+ D (580 Wio(1))(E) - Uno(n) (t)
oEX, oEX,
w (1) w (1)
w(t) w(t)
= det . + ... +det
wn (t) W (t)

= ay () det W(t) + ... + apn(t) det W(t).

Die letzte Gleichheit folgt, wenn man (6.1.10) einsetzt, Multilinearitéit ausnutzt, und beachtet,
dass Determinanten mit identischen Zeilen verschwinden. Zum Beispiel erhilt man fiir den ersten
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Summanden
U)l(t) all(t)wl(t) + ...+ aln(t)wn(t)
wa (1) wa (1)
det . = det .
w (t) wn (t)
wi (1) wy (1)
wa(t) wa(1)
= a1 (t) det . + ... +a,(t)det
w, () w, ()
= a11 (t) det W(t)

Wir erhalten
d
— det W (t E a;; (t) det W (t) = spurA(t) det W (¢).

6.2 Autonome Lineare Differentialgleichungen

In diesem Abschnitt betrachten wir lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten.
Bekanntermaflen lassen sich fiir Matrizen Transformationen angeben, die sie in einfachere Form
iiberfiihren. Die bekannteste ist die Jordan-Normalform, die man durch Koordinatentransforma-
tionen erhélt. Wir werden dies ausnutzen, um auch Losungen linearer autonomer Differentialglei-
chungen nach Koordinatentransformation einfach aufzuschreiben.

Wir betrachten in diesem Abschnitt lineare autonome Differentialgleichungen der Form

&= Az
mit A € R"*™. Wie wir in Kapitel 1 gesehen haben, ist der zugehorige Fluss gegeben durch

A(t; z0) = eMag

und die Ubergangsmatrix ist ®(t,to) = eAt~10),

Das folgende Lemma sammelt einige weitere Eigenschaften der Matrix-Exponentialfunktion.

Lemma 6.2.1 Sei A € R"*" oder A € C"*™ und t,s € R. Dann gelten

(i) T AT)E T=YeAT, falls T eine requlire Matriz ist.

(i) el = I, eAtpAs — 6A(t+s)’ (eAt)*l — At

(iii) eAteBt = (ATB) fulls AB = BA.

(iv) Besitzt A Blockdiagonalform mit A = diag[Ay, ..., Ay, so auch et und

= diagle™?, ..., e,

Beweis. Ubungsaufgaben. m
Die Variation-der-Parameter-Formel fiir

&= Ax+ g(t), z(to) = zo

hat hier die Form .
Ay (t; o, o) = eAE0) g —l—/ A=) g(s) ds.

to
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Die entscheidende Frage ist jetzt: Wie berechnet man (analytisch) e4*? Dies ist offenbar sehr
einfach, wenn A eine Diagonalmatrix ist, also

A = diag[A1, ..., A

Dann ist

At
)

et = diagleM?, ..., eM1]. (6.2.1)

Die Berechnung ist auch einfach, wenn A nilpotent ist, also A¥ = 0 fiir ein & € N. Dann ist

00 ; k—1 ;
At A'
At _ T _ ?
At — E 5 = E 7 t, (6.2.2)
1=0 =0

ist also einfach gegeben durch eine Linearkombination von Potenzen von A. Unsere Strategie, um
die Matrix-Exponentialfunktion und damit die Losung der Differentialgleichung darzustellen, be-
steht jetzt zuniichst darin, die Matrix A in die Summe einer Diagonalmatrix und einer nilpotenten
Matrix zu zerlegen. Die Jordansche Normalform im Korper der komplexen Zahlen zeigt, dass dies
nach Konjugation mit einer invertierbaren Matrix moglich ist.

Erinnerung an Eigenwerte: Die Eigenwerte einer quadratischen Matrix iiber R oder C sind
die Nullstellen des charakteristischen Polynoms

det[A — )\I] = (—1)”An + an_l)\"fl ... +ag

(man beachte, dass ag = det A). Dieses Polynom nten Grades hat n (nicht notwendig verschiedene)
Nullstellen in C. Ist A € R™*"™, so sind die Koeffizienten reell und mit A € C ist auch A\ Nullstelle.

Satz 6.2.2 Sei A € C"*"™. Dann existieren eine invertierbare Matriz T € C™"*™ sowie eine Dia-
gonalmatriz S und eine nilpotente Matrix N, so dass

T 'AT =S+ N und SN = NS. (6.2.3)

Hierbei ist S = diag[Aq, ..., Ay, wobei \; die (nicht notwendigerweise verschiedenen) FEigenwerte
von A sind, und N = blockdiag[Ny,..N;], mit Blocken der Form

o1 . .0
N; =

. .1

o . . .0

Aus (6.2.3) folgt mit den Rechenregeln fiir die Exponentialfunktion

1
eAt — eT(S+N)T t — T e(SJrN)t T71 — T eSt eNt T*l'

Wie in (6.2.1) und (6.2.2) lassen sich dann e* und e™* berechnen. Man erhilt die Losung der ur-
spriinglichen Differentialgleichung & = Ax durch eine Koordinatentransformation: Sei y(¢) Losung
von ¢ = (S + N)y(t) = (IT"LAT)y(t). Dann erfiillt x(t) := Ty(t)

@(t) =Tyt) = TT TATy(t) = ATT 'x(t) = Az(t).
Al

0 X )’
Leider gibt es die Zerlegung (6.2.3) im Korper der reellen Zahlen im Allgemeinen nicht. Fiir

0 1\. (i 0
A<—1 0>18t<0—i>

Es ist leicht, Matrizen anzugeben, die nicht diagonalisierbar sind, z.B. A =
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die Jordan-Normalform. Fiir diese Matrix zum linearen Oszillator ©1 = x2, ©3 = —z1 sind ja +i
die Eigenwerte. Die Ubergangsmatrix ist gegeben durch (vgl. Beispiel 3.2.1)

( 0 1 )t
-1 0 o cost sint
¢ o < —gint cost > ’ (6.2.4)
Das kann man durch Betrachten der Reihendarstellung herleiten, oder direkt durch Einsetzen in

die Matrix-Differentialgleichung X = AX nachpriifen.
Ein etwas komplizierteres Beispiel beschreibt die folgende Proposition.

Proposition 6.2.3 Fir a,b € R betrachte

A(_ab 2>€R2X2.

At at cosbt  sinbt
€ =¢ ( —sinbt cosbt ) (6.2.5)

Dann ist

Beweis. Wegen
ist

Mit (6.2.4) folgt (6.2.5). m
Ist man an reelllen Losungen interessiert, so kann man an Stelle der komplexen die etwas
kompliziertere reelle Jordan-Normalform verwenden: Es gibt eine reelle invertierbare Matrix T,
so dass T~ ' AT die Form
R 0
(0 )

hat, wobei R die reellen Eigenwerte von A und K die komplex-konjugierten Eigenwertpaare von A
als Eigenwerte besitzt und die Matrizen R und K die folgende Form haben: Die reellen Eigenwerte
konnen wir genauso wie im komplexen Fall behandeln:

R = diag[J1, EE) Jm]

mit Jordanblocken der Gestalt

A1 0
Ji=1 . o (6.2.6)
: o1
0 . . . N

wobei die A; die reellen Eigenwerte von A sind. Die komplexen Eigenwerte von A treten in
konjugiert-komplexen Paaren auf, also a; + ib;,a;,b; € R,b; # 0,i = +/—1. Die Matrix K hat
Block-Diagonalgestalt

K = blockdiag[K7, ..., K,].
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Hierbei sind die K; von dhnlicher Gestalt wie die J;. Allerdings stehen an Stelle reeller Zahlen

2 x 2—Matrizen,

aj bj 1 0 0 0

—bj aj 0 1 0 0

K;= 10
) ) 0 1

O O aj bj
0 0 —b; ay

Damit ist die reelle Jordanform beschrieben.

(6.2.7)

Nach Lemma 6.2.1 (iv) reicht es, die Losungen jeweils explizit fiir einzelne Jordanbloécke anzu-

geben.

Proposition 6.2.4 Betrachte £ = Jx wobei

A1 . .0
J =

. o1

0 . . . A

ein d-dimensionaler reeller Jordanblock der Form (6.2.6) ist. Dann ist

2 d—1
Lt 5 -« @
eIt — At ' .
. t
0 0 1
Beweis. Mit S = Al und
0 1 0
N =
1
0 0
folgt die Behauptung aus
d—1 ,j A7k
t*N
Jt _ (S+N)t _ At Nt _ At
et =¢e =eve'  =e Z X
k=0
]
Es bleiben die Jordanblocke fiir komplexe Eigenwerte.
Proposition 6.2.5 Betrachte © = Kx, wobei
a b 1 0 0 0
-b a 0 1 0 0
K= 10
) 0 1
0 0 a b
0 0 —b

(6.2.8)
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ein 2d-dimensionaler komplexer Jordanblock der Form (6.2.7) ist. Dann ist

2 d—1
G(t) tG(t) 5G1) . TG
Kt _ _at ' ‘ : ) : ) . cosbt  sinbt
e =e , , ) _ mit G(t) == < sinbt  cosbt ) (6.2.9)
tG(t)
0 0 G(t)
Beweis. Kiirze ab
0 0 1 0 a b
w=(5 o) e=(o 1) e=(5%0)
und
0 Iy 02 C 0 02
N = , 8=
. . IQ . . 02
O . . . 09 0, . . . C
Dann ist K = N + S und
0, C . . 09
NS = . .o = SN.
) . C
0 . . . 0
Es folgt
=1
et = N+t — Nt St — Z — N7 | blockdiag[e“?, ..., e“1].
— J!
=

cosbt sinbt

. Ct _ _at _ at
Mit 7" = e*G(t) = e (—sinbt cos bt

) liefert dies (6.2.9). m

6.3 Klassifikation in der Ebene

In diesem Abschnitt werden die moglichen Phasenportrits fiir autonome homogene lineare Diffe-
rentialgleichungen in der Ebene beschrieben.
Bis auf Koordinatentransformationen im R™ sind die Gleichungen

T = Ax

durch Matrizen A in reeller Jordan-Normalform beschrieben. Der zugehorige Fluss ist dann gege-
ben durch

A

o(t; ) = e ag.

In diesem Abschnitt beschrinken wir uns auf Gleichungen fiir n = 2. Hier gibt es die folgenden
verschiedenen reellen Jordan-Normalformen

p 0 p 1 a b .
[0U},{Op},und{_ba}mltb;&o.
Die zugehorigen Eigenwerte sind im ersten Fall p,o € R, im zweiten Fall p € R, und im dritten

Fall a +ib € C\ R. Die Matrix A besitzt dann jeweils zwei linear unabhéngige Eigenvektoren, nur
einen bzw. keinen reellen Eigenvektor. Nach den Propositionen 6.2.4 und 6.2.5 gilt

p 1 a b

p 0
[0 o]t [e”t 0 ] {O p]t {e”t tert } [ —b a}t at{ cosbt  sinbt
e = 0 em‘, , € - 0 , € =e

et —sinbt cost
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Um die zugehorigen Phasenportrits zu beschreiben, miissen wir auch noch genauer unterscheiden,
welche Vorzeichen die (Realteile der) Eigenwerte haben (Illustrationen der Phasenportrits findet
man in Aulbach [4, Abschnitt 5.3]).

Fall 1. Die Matrix A ist regulér,

FallI.l:A:[g g],p,oER,p;«éa.

Dann ist
T =px, Yy=0Y.
Der Fluss ist o(t;z0,%0) = (etxo,etyg),t € R. Die Trajektorie durch (zg,y0) € R? ist also
gegeben durch
O(x0,y0) = {(e”"wo,¢”'yo) € R?| t € R}.

Neben der Ruhelage (0,0) sind die vier Halbachsen Trajektorien, und in den vier offenen Qua-

dranten des R? ist ;
x\? x
O(.’Eo,yo) = { <$7y0 () ) ‘ — > 0} )
Zo s}

was sich durch Elimination des Parameters t ergibt:

dies wird in e“lyq eingesetzt. Es ergeben sich drei Fille: Ist p < o < 0, so nennt man 0 einen
stabilen (zwei-tangentigen) Knoten. Ist p < 0 < o, so heifit 0 Sattelpunkt, und ist 0 < p < o, so
heifit 0 instabiler (zwei-tangentiger) Knoten.

Fall 1.2: A = ( 6’ 2 > pER, p£0.
Dann ist
T = pT, y = pPY, also w(t;x()vy()) = (eptw()v eptyO)‘
Ist p < 0 so nennt man 0 € R? einen stabilen (viel-tangentigen) Knoten und, ist p > 0, einen
instabilen (viel-tangentigen) Knoten.

FallI.3:A:<g ;) pER, p#0.

Dann ist
&= px+y, §=py, also p(t;x0,y0) = (e”zo + yote, e”yo).
Setzen wir yy = 0, so erhalten wir neben der Ruhelage (0,0) die beiden z-Halbachsen als Trajek-
torien. Fiir yo # 0 liefert Elimination von ¢

O(x0,90) = {<%y+ ylogy,y> € R?, ¥ > 0}.
Yo P Yo Yo

Fiir p < 0 heit 0 € R? stabiler (ein-tangentiger) Knoten und fiir p > 0 instabiler (ein-tangentiger)
Knoten. Fiir die Herleitung des Phasenportrits ist es wichtig zu bemerken, dass auf der Linie
y = —pz die Trajektorien eine senkrechte Tangente haben, weil hier £ = 0 ist. Ferner sind die
Trajektorien tangential im Nullpunkt an die 2-Achse, weil fiir die Steigung ¥ gilt

Y 1

Zg Yoo L o 4 1 y
g Yloo L z0 4 1 Y
y0y+P gyo yo+p gyo

— 0 fir y — 0.

Fall 1.4: A = ( _“b Z ) a,beR, b£0.
Dann ist
T =ax+ by, y=—bx+ ay,
also

o(t; w0, y0) = e (2 cos(bt) + yo sin(bt), yo cos(bt) — zq sin(bt)).
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Hier ist es hilfreich, Polarkoordinaten zu betrachten: Jeder Punkt 0 # (z,y) € R? lisst sich
eindeutig in Polarkoordinaten z = r cos ¢,y = rsing,r > 0,¢ € [0,27) darstellen. Dann definiert
jede Losung von 7 = ar, ¢ = —b eine Losung (z(t),y(t)) der obigen Differentialgleichung In der
Tat, man rechnet nach

@& =7cos¢—rsing- ¢ =arcosd+ brsing = az + by,
j=rsing+rcosg-d=arsing — brcos¢ = ay — ba.

Daher ist der Radius r(t) = e%r(0) and the Winkel ¢(t) = —bt. Fiir a < 0 heifit 0 € R? stabiler
Strudel. Ist b < 0, so drehen sich die Trajektorien in mathematisch positivem Sinn, ist b > 0, so
im mathematisch negativen Sinn. Fiir a = 0 heiffit 0 Zentrum oder Wirbel und analog fiir b < 0
und b > 0. Fiir a > 0 heifit 0 instabiler Strudel und analog fiir b < 0 und b > 0.

Fall II: Die Matrix A ist singulér.

Fall I1.1: B = < g 8 > , p € R, p#0. Das zugehorige System

besitzt den Fluss
(t; 20, 90) = ("' w0, yo)-
Die y-Achse besteht aus Ruhelagen, die anderen Trajektorien verlaufen parallel zur x-Achse.

Fiir p < 0 laufen die Trajektorien fiir ¢ — oo gegen die y-Achse und fiir p > 0 laufen die
Trajektorien fiir ¢t — —oo gegen die y-Achse.

Fall I11.2: A = < 8 8 > Jeder Punkt ist Ruhelage.

0 1

Fall I1.3: A = ( 0 0

>. Der Fluss des Systems & =y, y = 0, ist gegeben durch

o(t;0,90) = (To + Yot, Yo)-
Die x-Achse besteht aus Ruhelagen. Die anderen Trajektorien verlaufen parallel zur z-Achse.

Damit ist die Klassifizierung der linearen autonomen Systeme in der Ebene abgeschlossen. Man
beachte, dass alle Trajektorien fiir t — oo gegen den Ursprung laufen, falls alle Eigenwerte Realteil
kleiner als Null haben, und fiir ¢t — —oo gegen den Ursprung laufen, falls alle Eigenwerte Realteil
groffer als Null haben. Koordinatentransformationen haben offenbar nur einen unwesentlichen
Einfluss auf das Limesverhalten dieser Systeme fiir ¢ — +o0o. Daher ist dieses asymptotische
Verhalten durch die Eigenwerte und die Eigenraumstruktur festgelegt.

Anstatt eine Matrix A € R?*2 in Jordan-Normalform iiberzufithren, um das Verhalten der
Losungen zu beschreiben, ist eine andere Darstellung héufig niitzlich. Fiir

(2 4)

) =) — \a+d) +ad — bc = A\? — AspurA + det A.

ist
A b

a—
det[A — A] :det( . d—\

Mit s = spurd und d = det A sind die Eigenwerte daher

)\172:1(3:&\/5274(1).

2

Damit ist klar, dass die Punkte in der (s,d)—Ebene die Eigenwerte bestimmen. Zum Beispiel
gehoren zu den Punkten auf der Parabel

d= -5
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die Matrizen mit doppeltem reellem Eigenwert; zu den (s, d)-Paaren oberhalb der Parabel gehoren
komplex-konjugierte Eigenwert-Paare, zu denen unterhalb zwei verschiedene reelle Eigenwerte.
Genau die Punkte auf der s-Achse.haben einen Eigenwert 0. Die Punkte auf der d-Achse mit
d > 0 haben imaginére Eigenwerte.

Schliefllich noch eine Warnung/Erinnerung: Am charakteristischen Polynom kann man die Zahl
und GroBe der Jordanblscke nicht ablesen Zum Beispiel haben die Matrizen (mit zwei bzw. einem

Jordanblock)
0 0] 401
0oo|" 00

beide das charakteristische Polynom A\2. Stattdessen muss man ker [A — A\ ]j ,j > 1, ansehen.

6.4 Ein Beispiel: Der Lineare Oszillator

In diesem Abschnitt diskutieren wir ein besonders wichtiges Beispiel von linearen Differential-
gleichungen, den linearen Oszillator (oder die lineare Schwingungsgleichung), die in zahlreichen
Anwendungen in Physik und Ingenieurswissenschaften eine Rolle spielt. Es handelt sich um die
folgende Klasse von linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung;:

i+ ad + Bz = f(t) (6.4.1)

mit a, 8 € R und einer stetigen Funktion f : R — R. Dabei wird héufig (in Anlehnung an die
linearisierte Pendelgleichung) i als Reibungs- oder Dampfungsterm und Sz als Riickstellkraft
bezeichnet. Ist f = 0, so spricht man bei den Losungen von freien Schwingungen, sonst von
erzwungenen Schwingungen (wir werden gleich sehen, inwieweit diese Bezeichnungen korrekt sind).
Wir betrachten nur zwei Spezialfiille und beginnen mit

T+ 2az+x =0 mit a > 0. (6.4.2)
Dies ist dquivalent zum System

T1 = X2,T2 = —x1 — 2ax2,
also der linearen homogenen Differentialgleichung in R? mit A = [ _01 —12a } . Das charakteris-

tische Polynom
0—A 1

p(A) = det 1 —9a-1

} =224+ 2a)+1

hat die Nullstellen

)\172 =—a* V 0,2 —1.

Dies sind also die zugehorigen Eigenwerte.
1.Fall: a = 0 (keine Déampfung): Wir haben hier die bekannte Gleichung & = —z, die Eigenwerte
sind rein imaginér, man erhélt die beiden Losungen

©(t) = cost und (t) =sint,t € R,

und ein Fundamentalsystem ist
cost sint
—sint cost |’

Man beachte, dass in der zweiten Zeile die Ableitungen der Eintréige in der ersten Zeile stehen.
2. Fall: 0 < a < 1 (schwache Dampfung): Die Eigenwerte sind

)\1’2 =—a* i\/ 1—a2.
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Man erhélt zwei Losungen der Form
o(t) = e cos ( 1-— a2t> und ¥ (t) = e~ sin ( 1- a2t> ,teR.

In der Tat, mit der Abkiirzung o := v/1 — a? ist

H(t) = e~ [—acosot — osinot],
4

S:
~
~
=
I

e~ [a2 cos ot + ao sin ot + ac sin ot — o cos at] .
FEingesetzt gilt also

e [(t) + 2a(t) + (1))

2

= a? cos ot + ao sin ot + ac sin ot — o>

cosot + 2a[—acosot — osinot] + cosot
= a®cosot + aosinot + aosinot — (1 — a?) cos ot — 2a® cos ot — 2a0 sin ot + cos ot

=0.

Analog fiir . Das zugehorige Fundamentalsystem (das wir hier der besseren Unterscheidbarkeit
von der Ubergangsmatrix mit der Notation fiir eine Wronski-Matrix mit W (t) bezeichnen) ist

—at [

—acosot —osinot] e *[—asinot + o cosot]

e % cosot e~ sin ot
e

W(t) = [

und
O} undW(O)_lz[}l (1)}
g s o

0) =

Die Ubergangsmatrix ®(¢,0) (also das Fundamentalsystem mit ®(0, I) ist dann gegeben

durch (vgl. Proposition 6.1.8(ii))
o(t,0) = W(t)W ()~

und die Eintrége der ersten Zeile sind

t

a 1
e “(cosot + —sinat) und —e * sin ot.

g g

3. Fall: a = 1 (aperiodischer Grenzfall): das charakteristische Polynom hat die doppelte Nullstelle
a = 1 und man rechnet nach, dass

o) =e " und Y(t) =te"

Losungen von
T+2t+x=0

sind. Das ist sofort klar fiir ¢ und
V+20+p=—et— (et +te )+ 27t — 2t +te”t = 0.

Die zugehorige Wronski-Matrix ist

=[5 891-[ 2 o] o= 2 o[ 2],

Wir erhalten fiir die erste Zeile der Ubergangsmatrix ®(t,0) = W (¢)W(0)~! die Eintriige
et 4tet und te .

In diesem Fall ist A = —1 ein doppelter Eigenwert mit einem zwei-dimensionalen Jordanblock; es
gibt keine Schwingungen.
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4. Fall: a > 1 (starke Ddmpfung): Mit den beiden reellen Nullstellen

M=—a—Va2—-1<Xl=—-a++va2-1<0

des charakteristischen Polynoms erhalten wir zwei Losungen
©(t) = eM! und 1p(t) = 2,

Aus der zugehorigen Wronski-Matrix

wo=| G Vo )= [ o

erhalten wir
1 1

W(0) = { N A ] und W(0)™! = ﬁ [ _Ail _11 ]

Dies liefert fiir die erste Zeile der Ubergangsmatrix ®(¢,0) = W (¢)W (0)~! die Eintrige

1
Ag — A1

[)\26/\1t — )\16)‘2t] und [e/\"‘t — e’\lt] .

A2 — A1
Als zweiten Spezialfall von (6.4.1) betrachten wir die inhomogene Differentialgleichung

&+ b*x = coswt, (6.4.3)

die von den zwei reellen Parametern b,w > 0 abhéngt.
Zunichst eine auch allgemein wichtige Voriiberlegung zur Variation der Parameter Formel
bei autonomen Differentialgleichungen der Form

&= Az +g(t).

Hier ist ja die Ubergangsmatrix
B(t,s) = A=),

also . .
o(t; zg) = etag +/ A=) g(s)ds = e [zo —|—/ eASg(s)ds} .
0 0
Fiir eine beliebige Fundamentalmatrix W (t) gilt wie in Proposition 6.1.8 fiir alle ¢
et = ®(t,0) = W ()W (0)~ .

Oben eingesetzt liefert dies

o(t;x0) = W)W (0)~* {xo —|—/0 W(—s)W(O)lg(s)ds] . (6.4.4)

Fiir die zu (6.4.3) gehorende homogene Gleichung
i+ b?r=0 (6.4.5)

kennen wir die Losungen
o(t) = cosbt,p(t) = sin bt,

und die zugehorige Fundamentalmatrix ist

cos bt sin bt

_ cosbt —¢ sinbt
~ | —bsinbt bcosbt

W) sin bt % cos bt

mit W(t)~! =
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Beachte, dass gilt
|10 410
W(O){O b]undW(O) {0 1}

b
Um die Auswirkung der Anregung auf das Schwingungsverhalten zu kldren, kénnen wir die Losung
von (6.4.3) mit Hilfe der Variation der Parameter Formel (6.4.4) berechnen. Dies fiihrt jedoch auf
ewas komplizierte Integrale. Stattdessen benutzen wir, dass sich die Losungen der inhomogenen
Gleichung als Summe der Losungen der homogenen Gleichung und einer partikuléren Losung der
inhomogenen Gleichung darstellen lassen.
Die Losungen der homogenen Gleichung sind

o } _ [ cos bt sin bt } { o ] _ { o cos bt + yg sin bt

, _ 1
o(t;z0,90) = W(t)W(0) |:y0 —bsinbt bcosbt Yo —x0bsin bt 4+ yg cosbt |-

Offenbar haben alle Losungen der homogenen Gleichung die gleiche Periode 27/b. Daher nennt
man b auch die zur Differentialgleichung (6.4.3) gehorende Eigenfrequenz, withrend die Frequenz
der Anregung gleich w ist. Fiir w # b ist eine Losung der inhomogenen Gleichung gegeben durch

1
o(t) = = [cosbt — coswt],t € R.

Denn die erste und zweite Ableitung sind

. 1 . . . 1
o(t) = e (—bsinbt + wsinwt) und P(t) = eps (—b? cos bt + w? coswt),
also
. b2 _ 1 b2 b 2 b2 b
@+ Y= [—b* cos bt + w coswt]+m[cos t — cos wt]
2 w2 2 2
:—mcosbt+mcoswt+mcosbt—mcoswt
_ w? b2 _
R~ cos wt — el coswt = cos wt

Fiir w # b ist die erste Komponente der allgemeinen Losung A(t; ¢g, zo, yo) mit top = 0 daher

1
A1(t;0,m0,Y0) = 0 cos bt + yo sin bt + ——— [cos bt — coswt] ,t € R.
w2 _

b2[

Fiir w = b ist eine Losung der inhomogenen Gleichung (mit Anfangswert zo = yo = 0) gegeben
durch

t
o(t) == % sinbt,t € R,

denn
o(t) = 1 sin bt + L cos bt und @(t) = cosbt — Ebsin bt,
2b 2 2
also
¢+ b%¢ = cos bt — %bsin bt + gt sin bt = cos bt.

Die erste Komponente der allgemeinen Losung ist daher
t
A1(t; 0,20, yo) = 2o cos bt + yo sin bt + % sin wt.

Ist w # b, so liegt eine Uberlagerung von zwei Schwingungen mit unterschiedlichen Frequenzen
vor. Dies wird deutlich, wenn man die trigonometrische Identitét

—b b
t~sin%t

w
cos bt — coswt = 2sin
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benutzt. Dann ist fiir zg = yp =0

A (£:0,0,0) = — 1_ = sinw;rbﬁsinw;bt,t cR.
Man hat (fiir w nahe b) eine langsame Schwingung (mit kleiner Frequenz) sin #>2¢ mit einer sich
schnell &ndernden Amplitude —;77 sin “32¢. Fiir w — b geht die Frequenz |w — b| der langsamen
Schwingung gegen 0, ihre Periode ﬁ geht also gegen oco.

Im anderen Fall w = b tritt Resonanz auf: wird das System mit seiner Eigenfrequenz angeregt,
so fiihrt dies dazu, dass alle Bewegungen des angeregten Systems unbeschrinkt anwachsen. Dies

beruht auf dem Faktor ¢ in der partikuldren Losung. 2%) sin bt.
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Kapitel 7

Stabilitdt Autonomer
Differentialgleichungen

In diesem Kapitel werden wir fiir autonome Differentialgleichungen das Verhalten der Losungen fiir
Zeit t — oo analysieren. Dabei werden wir (fiir lineare autonome Differentialgleichungen) zunéchst
die expliziten Losungsformeln aus dem vorangehenden Kapitel verwenden und dann Lyapunov-
Funktionen.

7.1 Stabilitdt und Eigenwerte

Wir beginnen mit der Definition von Stabilitdt von Gleichgewichten fiir allgemeine nichtlineare
autonome Differentialgleichungen.
Betrachte

i = f() (7.1.1)

mit einer Lipschitz-stetigen Funktion f: D — R™ mit D C R™ offen. Es sei 2* € D ein Gleichge-
wicht, also

f(z*) =0.

Ferner sei o(t;20), t € (¢ (x0),t" (z0)), o € D, der zugehorige lokale Fluss.
Erinnerung: Eine Umgebung U eines Punktes z € R ist eine Teilmenge des R", die eine e-Kugel
um 2z enthilt, also z im Innern enthélt.

Definition 7.1.1 (i) Ein Gleichgewicht x* heifit stabil, falls fiir jede Umgebung U von x* eine
Umgebung V' von x* existiert, so dass fir alle x € V' die zugehdrige Lisung p(t;x) fir allet > 0
existiert und ¢(t;x) € U gilt. Andernfalls heifft das Gleichgewicht instabil.
(ii) Ein Gleichgewicht x* heifft attraktiv, falls es eine Umgebung W besitzt, so dass fir allex € W
gilt

lim p(t;z) = ™.

t—oo

Dann heifst {x € D | lim;_,o @(t;x) = x*} Attraktionbereich.
(iii) Ein Gleichgewicht x* heifit asymptotisch stabil, falls es stabil und attraktiv ist.

Es reicht, an Stelle allgemeiner Umgebungen Kugeln um x* zu betrachten: Stabilitit ist daher
gleichwertig mit der Eigenschaft, dass fiir alle ¢ > 0 ein § > 0 existiert, so dass fiir alle z mit
|z — 2*|| < ¢ die Losung existiert und |[p(t; z) — «*|| < e fiir alle ¢ > 0 erfiillt. Denn eine beliebige
Umgebung U von z* enthélt eine e-Kugel B(z*,¢),e > 0, also ist die 6-Kugel V' = B(z*,0) die
gesuchte Umgebung. Analog bedeutet Attraktivitit, dass eg > 0 existiert, so dass lim;—, o, ¢(¢; ) =
x* fiir alle z mit ||z — 2| < g gilt.

71
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Offenbar gibt es Ruhelagen, die stabil, aber nicht attraktiv sind: Betrachte die Differentialglei-
chung & = 0. Das folgende Beispiel (aus Hahn [8]) zeigt, dass es nichtlineare autonome Differenti-
algleichungen mit Ruhelagen gibt, die attraktiv, aber nicht stabil sind. Daher sind Stabilitét und
Attraktivitéit voneinander unabhingige Eigenschaften.

Beispiel 7.1.2 Betrachte das in Polarkoordinaten gegebene ebene System

Als Fluss erhdlt man

) ) B /) 2 sin ¢g
(T(t77n07¢0)7¢(t7,r07¢0)) - (TO 4 (1 _ To)e—t72ar0ta‘n <2COS ¢0 — tSil’l¢0 + 2)) 7t S R.

Die Ruhelage x* = (1,0) ist attraktiv, aber instabil. Dies sieht man aber am FEinfachsten nicht
durch diese Formel, sondern durch Analyse des Phasenportrits.

Die Klassifikation linearer autonomer Differentialgleichungen & = Az in der Ebene liefert uns
sofort eine Reihe von weiteren Beispielen. Hier ist der Ursprung immer Gleichgewicht, und wir
betrachten daher die Stabilitit von z* = 0.

Beispiel 7.1.3 Betrachte & = Az, A € R?**2 mit A in Jordannormalform. Hat diese Differenti-
algleichung ein Zentrum, so ist der Ursprung stabil, aber nicht asymptotisch stabil: Hier ist die
Jordannormalform mit 0 # b € R gegeben durch

FINETIIEY

Man beachte, dass auch unter einer Koordinatentransformation diese Figenschaften erhalten blei-
ben.

Hat & = Az einen stabilen (ein-, zwei- oder viel-tangentigen) Knoten oder einen stabilen
Wirbel, so ist der Ursprung asymptotisch stabil. Hat & = Ax einen instabilen (ein-, zwei- oder
viel-tangentigen) Knoten oder einen instabilen Wirbel, so ist der Ursprung instabil.

Ist A =0, so ist der Ursprung (und jeder andere Punkt der Ebene) stabiles, aber nicht asym-
ptotisch stabiles Gleichgewicht.

Ist A = 0 Eigenwert mit algebraischer Vielfachheit 2 und geometrischer Vielfachheit 1 (also
nicht halbeinfach), ist die Jordannormalform von A also

0 1
Lol
so ist der Ursprung instabil.

Die Inspektion dieser Beispiele in der Ebene R? zeigt, dass das Vorzeichen des Realteils der
Eigenwerte eine entscheidende Rolle spielt. Wir werden den folgenden allgemeinen Satz beweisen.

Satz 7.1.4 Betrachte fiir A € R"*"™ die Differentialgleichung © = Ax.

(i) Der Ursprung 0 € R™ ist genau dann stabil, wenn alle Figenwerte von A nichtpositiven Realteil
haben und diejenigen mit Realteil 0 halbeinfach sind.

(ii) Der Ursprung 0 € R™ ist genau dann asymptotisch stabil, wenn alle Eigenwerte von A nega-
tiven Realteil besitzen.

Beweis. Die Stabilititseigenschaften sind unabhéngig von der Koordinatendarstellung, weil fiir
jede invertierbare Matrix T gilt ||y|| = |Tz| < ||T|| ||=| und |z| < [|[T7*| [lyll. Wir kénnen also
annehmen, dass A in reeller Jordan-Normalform ist. Weil sich die Blockstruktur auf die Losungen
iibertréigt, reicht es dann, die Jordanbloécke J zu einem Eigenwert A einzeln zu betrachten:

y=Jy.
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Sei zunidchst A € R und z ein Startwert in dem entsprechenden Unterraum. Dann gilt

12 pd—1 ¢ $d—1
1 ¢ 5 . W Iy T +tre + ...+ (d—l)!xd
' a2
ety = eM 0 ! . =M et Gl . (7.1.2)
. .t .
o . . 0 1 T4 T4

Aus der Analysis I ist bekannt, dass fiir jedes Polynom p(¢) und a < 0
e“'p(t) — 0 fiir t — oo.

Insbesondere existiert das Maximum von {e® |p(t)|, t > 0}, denn es gibt Ty > 0 so dass |e*'p(t)| <
1 und |e“p(t)] ist fiir ¢ € [0, Tp] beschrinkt wegen der Stetigkeit. Betrachte die Maximumnorm in
Re ||(y;)|| := max; |y;| und die zugehorige Matrizen-Norm

d
Al = m,axz |aik| -
Rt

Sei jetzt A < —k fiir ein k > 0. Dann folgt wegen A + x < 0, dass

i—1 p
et ||e‘”|| = e(’”’\)tm?xz% <Kfirt>0
k=0

mit einer Konstanten K > 0 und daher
HethoH < He‘]tH llzol| < K e ||zo] fiir alle t > 0. (7.1.3)

Aus dieser Formel liest man ab, dass Stabilitdt und Attraktivitit gelten, also asymptotische Sta-
bilitét.

Solch eine Abschitzung gilt fiir jeden reellen Eigenwert kleiner als 0. Analog (mit etwas mehr
Schreibarbeit) sieht man, dass dies auch fiir komplex-konjugierte Paare von Eigenwerten mit ne-
gativem Realteil gilt. Daher gilt fiir alle Matrizen A in reeller Jordan-Normalform, fiir die das
Maximum der Realteile der Eigenwerte kleiner als —x < 0 ist, dass fiir eine Konstante K > 0

HeAtxOH < K e " ||z fiir alle t > 0. (7.1.4)

Aus dieser Formel liest man unmittelbar die Stabilitit und asymptotische Stabilitdt ab. Damit
haben wir gezeigt, dass asymptotische Stabilitéit und insbesondere Stabilitéit folgt, falls das Maxi-
mum der Realteile der Eigenwerte negativ ist. Offenbar impliziert die Existenz eines Eigenwertes
mit positivem Realteil, dass Instabilitét gilt.

Es bleibt nur noch das Stabilitéitsverhalten fiir Eigenwerte mit Realteil 0 zu diskutieren. Sei
jetzt A = 0 ein Eigenwert mit zugehorigem Jordanblock J gegeben durch (7.1.2) mit A = 0. Wenn
die Dimension des Jordanblocks gleich 1 ist, so folgt

||e‘”£c0|| = e ||zo|| = ||zo]| fiir alle ¢ > 0,

und die Stabilitédt ist unmittelbar ablesbar. Attraktivitéit gilt offenbar nicht. Analoges gilt fiir
komplex-konjugierte Eigenwertpaare £o1,0 € R. Es ist also nur noch zu zeigen, dass die Existenz
eines Jordanblocks mit Dimension > 1 die Instabilitdt impliziert. Betrachte wieder A = 0, also

t2 td—l
T +ire + o+ ... + a=nred

td—2

X9 + tx3 + ot mxd

Zq
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Fiir jeden Anfangswert 1 = 0 = z3 = ... = 24, T35 = 6 mit § > 0 erhilt man als Losung
§(t,1,0,...,0)T, also eine unbeschrinkte Losung und Instabilitiit folgt. Analog argumentiert man
wieder fiir komplex-konjugierte Eigenwertpaare. m

Die Eigenwerte und die zugehorige Struktur der Jordanblocke legen also die Stabilitétseigen-
schaften einer autonomen, linearen Differentialgleichung fest.

Bemerkung 7.1.5 (i) Matrizen, fir die alle Eigenwerte negativen Realteil haben, nennt man
auch Hurwitz-Matrizen.

(i) Der Beweis von Satz 7.1.4 zeigt auch die folgende stirkere Aussage: Haben alle Figen-
werte von A negativen Realteil, so folgt neben der Stabilitit, dass fir alle Anfangswerte rg € R™
die Losung o(t;xg) gegen 0 konvergiert. Diese Eigenschaft heifit globale asymptotische Stabilitit
(im Unterschied dazu nennt man die Eigenschaft in Definition 7.1.1 auch lokale asymptotische
Stabilitit).

(iii) Wegen der Beziehung (7.1.4) gilt fiir autonome lineare Differentialgleichungen, dass die
asymptotische Stabilitdt die folgende exponentielle Stabilitdatseigenschaft impliziert: fir alle asym-
ptotisch stabilen Matrizen A gibt es Konstanten K > 0 und k > 0 (hierbei miissen die Realteile
aller Eigenwerte von A kleiner als —k sein), so dass fir alle x € R™

||6AtxH <K e " |z| fiir allet > 0.

Fiir autonome lineare Differentialgleichungen haben wir insbesondere gezeigt: Fiir alle g € R"
konvergiert die zugehorige Losung gegen 0 fiir ¢ — oo , wenn alle Eigenwerte von A negativen
Realteil haben. Das folgende Beispiel zeigt, dass dies fiir nicht-autonome lineare Differentialglei-
chungen

z=A()x

mit einer stetigen Matrixfunktion A : R — R™*"™ falsch ist. Hier haben fiir alle ¢ € R die Matrizen
A(t) nur Eigenwerte mit negativem Realteil, aber es gibt unbeschrinkte Losungen.

Beispiel 7.1.6 Betrachte die folgende nichtautonome lineare Differentialgleichung in der Ebene

R2:
{@]:A“)[x]:[ —1+ 3 cos®t 1—§costsintHz]

Y y —1— 3 costsint —1+ 3sin’t y

Die Figenwerte sind fiir jedes t € R gegeben durch
Mo =(-14iV7)/4,
denn

2

_ 71+%0052t7)\ 1— 3 costsint
det [A(t) B )\I] = det [ -1 - %costsint -1+ %sin2t7 A

= (—1+2cos2t—)\> (—l—l—gsinzt—)\) —(—1+20052tsin2t)
:)\2+)\(1f%cos2t+1f%sith)Jr <1;cos2t> <1§sin2t) +1f%c0s2tsin2t

3 3 9 9
=X+ {2— 2(c052t+sin2t)] + [1 — i(sin2t—|—cos2t)—|— 4cos2tsin2t} +1- Zcos2tsin2t
1 1
=24+ A+
+2 +2

Also sind die Figenwerte

1 1 8
Ma=—7F 75— 7 = +iV7)/
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Andererseits ist die Losung fir den Anfangswert
z(0) ] { —c ]
= ,e # 0.
[ y(0) 0 s

{ x(t) } :g{ —cost ]et/a (7.1.5)

sint

gegeben durch

denn man rechnet nach

. . ) 1
1 x(t) _ | sint 2 4 1 - 'cost otz sint — 3 cgst ot/2
e | 9(t) cost 2 sint cost + 5 sint

und

71+%(3052t lfgcostsint —cost | 42
3 . 3 .. 2 . e
—1—3costsint —1+ 5sin“t sint

2 2

. cost — 3 costcos®t 4+ sint — 3 costsin? ¢ t/2
cost + %cos%sintf sint + %sithSint

. —%cost—l—sint ot/
o cost—l—%sint '

Die Losung (7.1.5) wird offenbar unbeschrinkt fir t — oo.

Fiir Stabilitéitseigenschaften nichtautonomer linearer Differentialgleichungen kann man also im
Allgemeinen nicht mit den Eigenwerten der Matrizen fiir festes ¢ arbeiten. Dieses Problem war
(fiir periodische Matrixfunktionen A(-)) schon Floquet Ende des 19.Jahrhunderts bekannt und
ist etwas spéiter von Lyapunov fiir allgemeine Matrixfunktionen nidher untersucht worden. Dies
fiihrte ihn zur Definition der heute Lyapunov-Exponenten genannten Groflen, die in den letzten
Jahrzehnten intensiv untersucht worden sind und zu vielen neuen Entwicklungen in der Theorie
dynamischer Systeme gefiihrt haben.

Die genaue Analyse von Stabilitéit und asymptotischer Stabilitéit fiir nichtautonome Differen-
tialgleichungen fiirhrt auf unterschiedliche Begriffe, je nachdem, ob Gleichméfligkeit beziiglich ¢
gefordert wird oder nicht.

7.2 Lyapunov-Funktionen

Ist die Dimension der Matrix A grofler als drei, wird die Berechnung der Eigenwerte per Hand
ausgesprochen unangenehm. Fiir hoherdimensionale Systeme wird daher meist ein anderer Weg
(Lyapunovs direkte Methode) beschritten, der ebenfalls auf A.M. Lyapunov (1892) zuriickgeht
und vor allem auch fiir viele nichtlineare Systeme gangbar ist.

Wir betrachten wieder ein Gleichgewicht a* fiir das System (7.1.1). Wir kénnen annehmen,
dass z* = 0 gilt. Denn fiir die Differentialgleichung

y=fly+a").

ist 0 € R™ offenbar ein Gleichgewicht, und es ist nicht schwer zu sehen, dass dies Gleichgewicht
dieselben Stabilitéitseigenschaften wie z* hat.

Wir werden eine Funktion V', Lyapunov-Funktion genannt, einfiihren, die u.a. die folgende
Eigenschaft besitzt.

Definition 7.2.1 Sei V : U — [0,00) eine C'-Funktion, die auf einer Umgebung U C D won
0 € R™ definiert ist. Sie heifit positiv definit, falls

V(0) =0 und V(z) > 0 fir x #0.
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Zum Beispiel ist V (z1,22) = 23 + 23 positiv-definit auf R?; die Funktion

V(z1,x2) = ] + 23 — a5
ist positiv definit auf einem Streifen um die x1—Achse.

Wir wollen garantieren, dass die Funktion V' entlang von Losungen der Differentialgleichung
abnimmt, ohne explizit diese Lésungen zu verwenden. Die folgende Definition ist niitzlich

V(z) = 8‘(;;3:)

- f(x), xeU.

Man beachte, dass V (z) keine Funktion von ¢ ist. Insbesondere muss man nur das Vektorfeld f(z)
kennen, aber keine Losung der Differentialgleichung, um V' (z) zu berechnen.

Definition 7.2.2 FEine positiv-definite C'-Funktion V : U — [0,00) heifit Lyapunov-Funktion,
falls

V(z) <0 fir allex € U.
Sie heifit strikte Lyapunov-Funktion, falls

V(z) <0 fiir allex € U, = #0.
Es gilt die folgende hinreichende Bedingung fiir Stabilitit.

Satz 7.2.3 FEs sei 0 € R" ein Gleichgewicht fiir die Differentialgleichung (7.1.1).
(i) Existiert eine Lyapunov-Funktion V, so ist 0 stabil.
(ii) Existiert eine strikte Lyapunov-Funktion, so ist 0 asymptotisch stabil.

Beweis. (i) Sei V : U — [0,00) eine positiv-definite C''-Funktion mit V(z) < 0 fiir alle z € U.
Betrachte € > 0 mit B(0;2¢) C U. Definiere
m = ”nhig V(z) > 0.

Sei § mit 0 < § < € so, dass V(z) < m fiir ||z|| < . Dies existiert, weil V stetig ist mit V' (0) = 0.
Wihle einen Anfangswert xp mit ||zg]| < §. Dann gilt, solange die Trajektorie in U bleibt, fiir
t > 0 nach der Kettenregel
oV(x .

(@) H(t:20) = V(plts0) < 0.

D

LV (o(t:20)) =

Durch Integration folgt aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
V(p(t;zo)) — V(zo) <0,

also
V(e(t; o)) < V(zg) < m. (7.2.1)

Es folgt, dass ||p(t;z0)]| < € fiir alle ¢ > 0 aus dem maximalen Existenzintervall; nach Satz
2.4.10 existiert dann die Losung auf [0, 00). Die Abschitzung gilt, weil es andernfalls nach dem
Zwischenwertsatz eine Zeit s € (0,1) gibt mit

le(s; zo)l| = .

Wihlt man s als die minimale Zeit mit dieser Eigenschaft, so ist ¢(7;2¢) € U fiir alle 7 € [0, s].
Nach Definition von m ist dann aber V (p(s;zg)) > m, im Widerspruch zu (7.2.1). Damit ist die
Stabilitit nachgewiesen.

(ii) Da eine strikte Lyapunov-Funktion insbesondere eine Lyapunov-Funktion ist, folgt die
Stabilitéit aus (i). Es ist also nur die Attraktivitit zu zeigen. Wir verwenden dazu das folgende
Lemma. m
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Lemma 7.2.4 Es gibt 69 > 0, so dass fir alle ||xo|| < 6o gilt: Aus x, — xo folgt p(1;z,) —
©(1; 20).

Beweis. Sei L eine Lipschitz-Konstante in einer Umgebung von 0, also fiir alle z, y mit ||z||, [|y| <
€ mit € > 0 gelte

If(2) = F)ll < Lz =yl

Nach Teil (i) des Beweis ist 0 ein stabiles Gleichgewicht. Daher gibt es dp > 0 so dass fiir alle
mit ||z]] < do gilt ||o(¢; )| < e fur alle ¢ > 0. Sei ||xo|| < do.
Fiir n gro§ genug ist auch ||z,|| < dp. Dann folgt fiir alle ¢ € [0, 1]

lo(t: 20) — ot 20)]| < ln — zol] + H [ et = ot aas

t
< l#n — ol +/ Lje(s;xn) = ¢(s;20))|l ds,
0

also folgt mit der Gronwall-Ungleichung fiir jedes ¢ € [0, 1]
lo(t o) — (ki 20) | < 1 — woll €= — 0 fitr n — oo.

Damit ist das Lemma bewiesen.

Wir beginnen jetzt den Beweis von (ii). Es sei ¢ > 0 so klein, dass B(0,2¢) C U. Dann
existiert wegen der Stabilitéit ein § > 0, so dass fiir alle 2o mit ||zo|| < ¢ folgt, dass ||¢(t;z0)|| < &
fiir alle ¢ > 0. Wir kénnen annehmen, dass § < Jy aus Lemma 7.2.4 ist. Es reicht zu zeigen,
dass fiir diese x(y die Trajektorie fiir ¢ — oo gegen 0 konvergiert. Gilt dies nicht, so existieren
ty — oo mit p(tg; o) # 0. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass
o(tk; o) — 1 # 0 mit ||z1]] < e und tgy1 >t + 1. Ferner ist p(t;x0) € U fiir alle ¢ > 0.

Khnlich wie in (i) folgt aus V < 0, dass

Vigltio) = Vi) = [ ZViplsan)is <o

also
Vie(Lz) < V(). (7.2.2)

Andererseits gilt wegen der Stetigkeit von V', dass V(¢(tr+1;20)) — V(21) und nach Lemma 7.2.4
ist unter Verwendung der Fluss-Eigenschaft

(1 +tg;w0) = p(1; @(tr; 0)) — (1;20),
also
V(p(tkt1;m0)) < V(e(1 +tr;w0)) — V(o(1;20)).

Wir erhalten im Widerspruch zu (7.2.2).
V(z1) < V(e(1;20)).

]
Der Beweis zeigt, dass eine strikte Lyapunov-Funktion verhindert, dass das System in positiver
Distanz vom Gleichgewicht bleibt.

Bemerkung 7.2.5 Die Methode, Lyapunov-Funktionen zum Nachweis von Stabilitdt einzusetzen,
heifst auch die direkte Methode von Lyapunov, weil man sie anwenden kann, ohne Lisungen zu
berechnen.
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Hier wenden wir uns jetzt der Frage zu, wie man fiir autonome lineare Differentialgleichungen
Lyapunov-Funktionen konstruiert. Wir erinnern zunichst daran, dass eine symmetrische Matrix
B € R™" positiv-definit ist, falls 27 Bz > 0 fiir alle 0 # = € R™. Dies ist dquivalent dazu, dass
—B negativ definit ist. (Im weiteren steht positiv-definit fiir symmetrisch und positiv-definit).

Die Matrix B ist offenbar genau dann positiv definit, wenn die C''-Funktion

V(z) = 2" Bx

eine positiv-definite Funktion auf U = R” ist. Um eine Lyapunov-Funktion zu konstruieren, su-
chen wir daher nach einer positiv definiten Matrix. Der folgende Satz ist das Hauptresultat zur
asymptotischen Stabilitéit von linearen autonomen Differentialgleichungen.

Satz 7.2.6 Fir A € R™*" sind dquivalent:
(i) Die Differentialgleichung & = Ax ist asymptotisch stabil.
(i) A hat nur Eigenwerte mit negativem Realteil.
(iii) Es gibt eine positiv-definite Matriz C € R™*"™ so dass die Lyapunov-Gleichung

ATB+BA=-C (7.2.3)

eine positiv-definite Lisung B € R™*™ hat.
(iv) Fiir jede positiv-definite Matriz C € R™ ™ hat die Lyapunov-Gleichung (7.2.3) eine
positiv-definite Losung B € R™*™,

Beweis. Die Aquivalenz von (i) und (ii) ist in Theorem 7.1.4 gezeigt und trivialerweise impliziert
(iv) die Bedingung (iii).
Die Funktion V (z) = 7 Bz = (x, Bx) ist positiv definit und

oV (x)
oz

y = (y, Bx) + (z,By), y € R"™.

Also ergibt sich fiir die Differentialgleichung # = Ax

V(z) = 8‘(;(;)

Az = (Az, Bx) + (z, BAz) = 2" A" Bx + 2" BAz = 2" [A"B + BA] .

Gilt also (iii), ist B also eine positiv-definite Losung von (7.2.3) fiir eine negativ-definite Matrix
—C, so ist 1% negativ-definit, und daher V eine strikte Lyapunov-Funktion. Nach Theorem 7.2.3
folgt, dass @ = Az asymptotisch stabil ist. (iii) impliziert daher (i).

Gelte jetzt (ii), also alle Realteile von Eigenwerten seien negativ. Ferner sei C' eine positiv-
definite Matrix. Definiere

B .= / ATt CeAt gy,
0
Die Matrix B ist wohldefiniert: nach (7.1.4) existieren Konstanten K, x > 0, so dass

HeAtH = sup HeAtxH < sup Ke "'|z|| = Ke ", t >0 (7.2.4)
l|lzll=1 flzll=1

dann ist

HeATtCeAt < K2 ||C|| ef%t,t >0,

weil A und A7 die gleichen Eigenwerte haben und daher beide eine Abschitzung der Form (7.2.4)
erfiillen. Daher ist diese Funktion integrierbar auf [0, c0) und dann existiert auch das Integral iiber
die Matrizenfunktion. Ferner ist B symmetrisch und positiv-definit, denn

o o0
0=2a2"Bzx = xT/ eATtCeAtdt ¢ = / 2T eA tCeAt pdt
0 0
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impliziert, weil der Integrand nicht-negativ ist, dass 0 = 27e?” {CeAty = (eAtz)TC(eAta) fiir alle
t > 0, was fiir ¢ = 0 mit der Positiv-Definitheit von C' die Gleichung z = 0 impliziert. Dann ist B
Losung von (7.2.3), weil nach der Produktregel

ATB 4+ BA = / [ATGATtC'eAt 4 eATtC'eAtA} dt = / 4 (eATtC'eAt> dt = —C.
0 0 dt

Daher folgt (iv) und der Satz ist vollstéindig bewiesen. m
Bemerkung 7.2.7 Die einfachste Lyapunov-Gleichung erhdlt man fir C' = I, also
ATB+ BA=—1.

Wir werden jetzt Lyapunov-Funktionen anwenden, um eine fundamentale Aussage iiber nicht-
lineare Differentialgleichungen zu beweisen.
Betrachte

&= f(z)
mit einer C'-Funktion f und Ruhelage x* € D. Anstelle der nichtlinearen Funktion verwenden wir

die Linearisierung in x*, also der Jacobi-Matrix D f(z*) = ag(f) |z=z= und erhalten die autonome
lineare Differentialgleichung

y=Df(z")y.

Da die Stabilitdt dieser Differentialgleichung wesentlich einfacher zu bestimmen ist, mochten wir
auf die Stabilitéit der Ruhelage der nichtlinearen Differentialgleichung zuriickschlieen. Solch eine
Argumentation haben wir schon im einleitenden Kapitel bei der Diskussion des Pendels verwendet.

Satz 7.2.8 Fiir die Differentialgleichung (7.1.1) sei f : D — R™ eine C'-Funktion, z* € D, und

f(z*) =0. Ist 0 € R™ ein asymptotisch stabiles Gleichgewicht fiir die linearisierte Differentialglei-
chung

j=Df(a")y (7.25)
so ist x* € R™ ein asymptotisch stabiles Gleichgewicht fir (7.1.1).

Beweis. Sei A := Df(z*). Nach Satz 7.2.6 existiert fiir (7.2.5) eine strikte Lyapunov-Funktion
auf R™ in der Form

V(y) =y" By,
wobei AT B + BA = —I gilt. Wir zeigen, dass

V(z) = (x — 2" B(x — ).

fiir (7.1.1) eine Lyapunov-Funktion auf einer Umgebung von x* ist. Dafiir ist nur zu zeigen, dass

%(m) - f(z) < 0 gilt fiir  # 2* in einer Umgebung von x*. Nach Definition der Differenzierbarkeit

gilt
f(z) =Df(z")(x — ") + h(zx —2*) mit lim bz —a*) _ 0

e

Fiir (7.1.1) berechnet man

VD fa) = (1), B~ ) + (& — 2", B (x)

Ox
=(A(lx —z")+h(x —2"),B(x — z")) + (x — 2", BA(x — =*) + Bh(z — z*))
=(z—2)TAT"B(z — 2*) + h(z —2*)TB(z — 2*) + (z — 2*) ' BA(z — 2*) + (z — )" Bh(z — z*)
= (z —2")T[ATB + BA|(z — z*) + 2h(z — ") B(z — ™)

= — ||z — z*||> + 2h(z — 2") ' B(z — a*).
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Nun ist

[h((z — )| 2

Bl |z —2™[|";
|z — ||

hier geht der erste Faktor gegen O fiir || — z*|| — 0. Es folgt also %f(m) <Ofir ||z —z*|| < a

|h(z —2*)" Bz — 27)| < [Ih(z — 2")| | Bll lz — 2*|| =

mit a > 0 klein genug. Auf der a-Kugel B(z*, «) um x* ist V also eine strikte Lyapunov-Funktion
fir (7.1.1). =

Bemerkung 7.2.9 Aus der Existenz einer Lyapunov-Funktion folgt auch, dass die Losungen fiir
Anfangswerte nahe des Gleichgewichts auf [0, 00) existieren. Denn andernfalls werden sie auf einem
endlichen Existenzintervall unbeschrinkt.

Im Allgemeinen kann man von Eigenschaften der linearisierten Gleichung nur auf lokale Ei-
genschaften der nichtlinearen Gleichung schlieen. Die Umkehrung von Theorem 7.2.8 gilt jedoch
nicht, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 7.2.10 Betrachte die nichtlineare eindimensionale Differentialgleichung

= —az5.

Durch Nachrechnen sieht man leicht, dass die Losungen dieser Gleichung gegeben sind durch
0 falls 9 =0
o(t;xg) = (2t + 1/x3)_1/2 falls x>0
— (2t + l/ar:%)_l/2 falls xq <0
Daher ist das Gleichgewicht x* = 0 asymptotisch stabil (sogar global asymptotisch stabil). Die
Linearisierung dieser Gleichung in diesem Gleichgewicht ist durch
y=0
gegeben und offenbar ist y* = 0 fiir diese Gleichung zwar stabil, jedoch nicht asymptotisch stabil.
Bemerkung 7.2.11 Fiir autonome lineare Differentialgleichungen folgt aus der asymptotischen
Stabilitdt schon exponentielle Abschitzung (7.1.4). Daher kann man vermuten, dass exponentielle
Stabilitit einer Ruhelage einer nichtlinearen Differentialgleichung die asymptotische (also expo-

nentielle) Stabilitit der linearisierten Differentialgleichung impliziert. Dies ist in der Tat richtig
(Griine/Junge [7, Satz 9.8]).

Wir kehren jetzt zu Lyapunov-Funktionen bei allgemeinen nichtlineare Differentialgleichungen
zuriick.

Definition 7.2.12 FEs sei * € R" ein asymptotisch stabiles Gleichgewicht der Differentialglei-
chung (7.1.1). Der Einzugsbereich (oder Attraktionsbereich) A(xz*) von x* ist

A(z™) :=={zo € R" | o(t;x0) — ™ fiir t — oo}.
Eine Folgerung aus dem Beweis von Satz 7.2.3 ist das folgende Korollar.
Korollar 7.2.13 Es sei V : U — [0,00) strikte Lyapunov-Funktion fir das Gleichgewicht x* und
~v > 0. Die Subniveaumenge
N, ={zeU|V(z) <~v}
ist enthalten im Attraktionsbereich, also Ny C A(z*).
Beweis. Die Subniveaumenge N,, ist positiv invariant, d.h., € N, impliziert ¢(t;x) € N, fiir
alle t > 0, weil V lidngs Trajektorien abnimmt. Dann folgt die Behauptung unmittelbar aus dem
Beweis von Satz 7.2.3. m

Bemerkung 7.2.14 Manchmal kann man nur Funktionen V finden, fir die diberall V(z) < 0
gilt sowie V(z*) =0, aber V(z) > 0,z # x*, nur auf einer Teilmenge einer Subniveaumenge N,
erfillt ist. Ist diese Teilmenge positiv invariant und enthdlt sie das Gleichgewicht, so ist sie im
Einzugsbereich des Gleichgewichts enthalten.
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7.3 Lyapunov-Funktionen fiir das Pendel

Es gibt keine allgemeine Konstruktion von Lyapunov-Funktionen fiir stabile oder asymptotisch
stabile Gleichgewichte. Fiir viele konkrete Systeme kann man aber (insbesondere physikalisch
motivierte) Lyapunov-Funktionen finden.

Betrachte eine Pendelgleichung der Form

i+ g(&) +sinz =0 (7.3.1)

mit einer C'-Funktion g : R — R, fiir die ¢(0) = 0 und yg(y) > 0 gilt (zum Beispiel g(y) = 0 oder
g(y) =y oder g(y) = y>,y € R). Fiir das #iquivalente System erster Ordnung
t=y,y=—g(y) —sinz

sind die Ruhelagen gegeben durch die Punkte (km,0),k € Z. Ein Kandidat fiir eine Lyapunov-
2

Funktion ergibt sich aus Summe von kinetischer Energie %4- und potentieller Energie, also das

Integral iiber die Kraft, die notig ist, um aus der Position 0 in die Position = zu kommen:

v " y?
V(z,y) = ) —I—/O sinz dz = 5 —cosz+1

Dies ist eine Lyapunov-Funktion fiir die Ruhelage (0,0), daher ist der Nullpunkt ein stabiles
Gleichgewicht. In der Tat:

V(0,0) =0, V(z,y) > 0 fiir alle (z,y) € (—7,7) X R, (z,y) # (0,0),

T -

und mit f(z,y) = (y, —g(y) —sinx)" ist
. ov . Y . .
V() = 2 a,9)fw9) = (sina,y) ( o) sin ) — ysinz—yg(y) ~ysine = —yg(y) <O,

Im Folgenden diskutieren wir einen Spezialfall der nichtlinearen Pendelgleichung mit Reibung

(vgl. Abschnitt 1.1):
Tl y
{ Yy ] B [ —sinz — ky ] (7.3.2)

mit einer Konstanten k > 0. Wir betrachten die beiden Gleichgewichte
x5 = (0,0)7 und z7 = (7,0)7T.

Physikalisch ist x() gerade der Zustand des nach unten héngenden Pendels, wéhrend =7 der Zustand
des senkrecht noch oben stehenden Pendels ist (offenbar sind auch alle Punkte =¥ = (nm,0),n €
Z, Gleichgewichte). Stellen wir uns vor, dass wir das Pendel zum Anfangszeitpunkt ¢g = 0 durch
einen kleinen Sto aus der Ruhelage z{; bringen, so werden wir erwarten, dass die Losung nahe
bei dem Gleichgewicht bleibt und, wegen des Reibungsterms —ky, fiir ¢ — oo gegen z{ lduft, also
asymptotische Stabilitéit gilt. Fiir den Beweis dieser Aussage haben wir zwei Moglichkeiten zur
Verfiigung: Wir konnen eine Lyapunov-Funktion konstruieren oder mit Hilfe des Linearisierungs-
satzes, Satz 7.2.8, und unserer Analyse linearer autonomer Differentialgleichungen argumentieren.
Mit dem Linearisierungssatz erhilt man, dass die Losungen fiir Anfangswerte nahe genug am
Gleichgewicht dagegen laufen. Der Satz liefert aber keine Information dariiber, wie grofl diese
Umgebung ist. Im Gegensatz dazu erlaubt die Konstruktion einer Lyapunov-Funktion Aussagen
dariiber, vgl. Bemerkung 7.2.14.

Um Information iiber den Einzugsbereich des Ursprungs fiir das Pendel zu bekommen, kon-
struieren wir eine strikte Lyapunov-Funktion. Oben hat wir die Lyapunov-Funktion

1
V(z,y) = §y2 +1—cosz
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betrachtet mit

Vo) = DV (e ) = kool | _ ¥ | =

Daher ist V(z,y) < 0 fiir alle z € R?, aber V(z,y) < 0 nur fiir alle (z,y) mit y # 0. Wir kénnen
daher nicht auf die asymptotische Stabilitéit des Ursprungs schlielen.
Mit etwas Probieren kommt man auf die modifizierte Lyapunov-Funktion

1
Val(z,y) = 53}2 +1—cosz+ aysinz

fiir einen Parameter a > 0. Dies ist ebenfalls eine C'-Funktion. Um die Positiv-Definitheit nach-
zuweisen, beachte, dass fir z € (—m, ) gilt

laysinz| < |ayz| < %(ac2 +2). (7.3.3)

Daher ist fiir a < %
V(z,y) > 0 fiir (x,y) mit x € (—m,7) und V(z, £7) = 0.

In der Tat: Aus der Taylor-Entwicklung von cos folgt cosz <1 — 27%2 fiir alle z € (—m, 7), also

1 1 222 1 2
Viz,y) = §y2 +1—cosz+aysinx > 5(1 —a)y* + % — %xz = 5(1 —a)y* + {772 - ;} y? > 0.
Fiir die Ableitung in Richtung des Vektorfeldes f gilt
’ — — Iqi . i Yy
Vi(z,y) = DV(x,y)f(z,y) = [sinz + ay cosx,y + asin z] [ sinz— ky }
=ysinz + ay?cosz — ysinz — ky? — asin?z — aksinz
= —ky> + ay?cosz — asin?z — aysinz
< —(k — a)y® — asin®z — akysinz
— _[sina,y] a  ak/2 sin x
o Y ak/2 k—a Y ’
denn Ausmultiplizieren ergibt
fsinz, 9] a  ak/2 sin x — [asing + yak/2, sinz ak/2 + y(k — a)] sin x
sinz, y k)2 k- a y = [asinz + yak/2, sinz « Y @

= asin® z + yak/2sinz + ak/2ysinz 4+ (k — a).
. . . _ a  ak/2 | .
Die Determinante der Matrix A = { ak/2 k—a } ist
det A = a(k — a) — a®k*/4 = alk — a(1 + k*/4)] > 0,
falls n
— . 3.4
a<g e (7.3.4)

Die Spur von A ist Spurd = k > 0.
Die Determinante ist das Produkt der Eigenwerte, die Spur die Summe der Eigenwerte. Sind
die Determinante und die Spur dieser zwei-dimensionalen symmetrischen, also diagonalisierbaren
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Matrix positiv, so sind die beiden reellen Eigenwerte positiv. Die Matrix ist daher positiv definit,
also V(x,y) < 0 fiir alle (z,y) mit 0 # z € (=, 7).

Damit ist die asymptotische Stabilitit des Gleichgewichts (0,0) fiir die Pendel-
gleichung (7.3.1) nachgewiesen. Wir wollen aber die Lyapunov-Funktion auch benutzen, um
Informationen iiber den Einzugsbereich von Gleichgewichten zu erhalten, vgl. Bemerkung 7.2.14.
Dafiir

Nun gilt V(z,y) > 0 nur auf dem Streifen (—m,7) x R, der nicht positiv invariant ist. Wihle
jetzt 0 < v < § und betrachte die (positiv invariante) Subniveaumenge

Ny ={(z,9) [ V(z,y) <7}
Dann ist wegen y; > 0 und (7.3.3) fir |z| < 7, |y| < 1/k
v >Vix,y) > —%(xQ +9%) +1—cosx > —%(772 +1/k*) +1 —cosz > —% +1—cosuz,

falls o so klein ist, dass (72 +1/k?) < 7. Gilt also (z,y) € N, und |z| < 7, |y| < 1/k, insbesondere
also V(z,y) <~ so folgt

3 3
1—cosz < 37 d.h., cosx >1— oRE

und 1 — %’y > —1 wegen %’y < 2. Die letzte Ungleichung ist dquivalent zu

T € <— arccos(l — g*y)), arccos(1 — 37)) C (—m,m) (7.3.5)

Gilt die Bedingung |y| < k in ¢ = 0,80 auch fiir ¢ > 0, weil fiir die zweite Komponente f der
Differentialgleichung (7.3.2), also

9(z,y) = —sinx — ky,

gilt: g(z,1/k) = —sinz —1 < 0 und g(x,—1/k) > 0 fiir alle z.

Wir erhalten daher: Gilt (7.3.5) und |y| < 1/k sowie (z,y) € N, so sind alle Bedingungen aus
Bemerkung 7.2.14 erfiillt. Daher ist die Menge dieser Punkte (z,y) im Einzugsbereich A(0,0) des
asymptotisch stabilen Gleichgewichts (0, 0)enthalten.

7.4 Diskussion der Stabilitit

Stabilitéitstheorie ist ein sehr umfangreiches Teilgebiet der Theorie von Differentialgleichungen und
wiichst immer noch rasch an, mit hunderten von wissenschaftlichen Arbeiten in jedem Jahr (nicht
alle sind wichtig!). Alle Konzepte und Beweise aus den vorangehenden Abschnitten kénnen in viel
allgemeinerem Rahmen und unter Heranziehung vieler weiterer Ideen und Methoden entwickelt
werden. Wir gehen hier nur auf einige dieser Verallgemeinerungen kurz ein.

Aus der asymptotischen Stabilitéit der in einem Gleichgewicht z* linearisierten Differentialglei-
chung folgt die asymptotische Stabilitéit von x*. Hierbei ist die asymptotische Stabilitéit der linea-
risierten Differentialgleichung dquivalent zu der Eigenschaft, dass die entsprechende Jacobi-Matrix
nur Eigenwerte mit negativem Realteil hat. Es gilt auch: Hat die Jacobi-Matrix einen Eigenwert
mit positivem Realteil, so ist das nichtlineare Gleichgewicht nicht asymptiotisch stabil (vgl. Griine
und Junge [7, Satz 7.7 und die anschliefende Bemerkung iiber instabile Mannigfaltigkeiten]

Hiufig ist nicht nur die Stabilitéit einer Ruhelage interessant, sondern man betrachtet eine
nichttriviale Losung ¢(t; 2o), t > 0, und mochte wissen, wie sich Losungen verhalten, deren An-
fangswerte nahe an zq liegen. Eine naheliegende Verallgemeinerung wére die folgende:Man koénnte
etwa eine Losung ¢(t;zp), t > 0, von (7.1.1) stabil nennen, wenn es zu jedem € > 0 ein § > 0 gibt,
so dass

lxo — 21| < d impliziert ||¢(t;z0) — p(¢;z1)]| < € fiir alle ¢ > 0.

Im einfachsten Fall, der iiber ein Gleichgewicht hinausgeht, ist ¢(¢;xo),t > 0, eine periodische
Losung, also ¢(t;xo) = @(t +T'; xo) fiir ein T > 0 und @(¢; x0) # @(s; xo) fiir alle t, s € (0,T). Das
folgende Beispiel zeigt eine der Schwierigkeiten, die hierbei auftreten.
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Beispiel 7.4.1 Betrachte fiir o > 0 das ebene autonome System

& = f(z,y) = y(@® +y*)% §=g(z,y) = —x(@® +y)~.
Die Lisung fiir Anfangswert (xq,yo) € R? ist
o(t; o, y0) = (xo cos [t(x% + yg)a} + o sin [t(w% + yg)o‘] , Yo COS [t(xg + yg)o‘] — xgsin [t(x% + yg)o‘]) .

Dies rechnet man leicht nach. Es sei erwdhnt, dass man diese Lésung durch Einfiihrung von
Polarkoordinaten
T=7rcos¢p, y=rsine

erhalten kann. Dann ist r2 = z2 + 42, also erhdlt man nach der Kettenregel und Einsetzen

ret=x-t+y-g=x-f(z,y)+y-glz,y)=r-f(z,y) cos¢+r-g(x,y) - sing,

die Gleichung fiir die r-Komponente. Analog erhdlt man die Gleichung fir ¢ aus tang = .
Riicktransformation in cartesische Koordinaten liefert die obige Lisung.

Fiir jedes o besteht das Phasenportrit aus konzentrischen Kreisen um das Gleichgewicht 0 €
R2. Ferner ist jede Losung periodisch mit Periode T, gegeben durch

21

o = T(z2 +y2)*, also T = ————.
o (a3 +y3)™

Das Gleichgewicht 0 ist fir jedes o stabil. Fir a = 0 sind auch alle anderen Lésungen stabil.

Fiir o > 0 sind die echt periodischen Losungen jedoch nicht stabil, weil dann die Periode vom

Anfangswert (xo,yo) abhdingt, die Trajektorien also verschieden schnell durchlaufen werden. Die

Distanz zwischen

So(ta anyO) und (p(ta Ty, yl) fur (xO,yO) 7£ (xlayl))
geht also fiir t — oo nicht gegen 0.

Bei periodischen Losungen unterscheidet man daher zwischen der oben definierten Stabilitit
und der sog. orbitalen Stabilitéit, bei der die Parametrisierung der Trajektorien durch die Zeit ¢
nicht beriicksichtigt wird.

Wie bei Gleichgewichten kann man auch bei periodischen Lésungen oder allgemeinen Losun-
gen Linearisierungsmethoden verwenden. Sei etwa x(t) = ¢(¢;2*),t > 0, eine Losung. Fiir einen
Anfangswert zo # 2™ erhéilt man fir y(t) = p(¢; o), dass fiir die Abweichung z(t) = y(t) — x(¢)
gilt

2(t) = g(t) — () = f(y(t) — f(=(D))-
Wie im Fall des Gleichgewichts liefert Linearisierung (nun in jedem Punkt z(¢), ¢t > 0) die linea-
risierte Differentialgleichung

mit der Jacobi-Matrix W. Dies ist wieder eine lineare, nun aber nicht-autonome Differential-
gleichung. Wie wir in Beispiel 7.1.6 gesehen haben, kann man die Stabilitét nicht durch Eigenwert-
Analyse charakterisieren. Einen Ausweg bieten Lyapunov-Exponenten, die folgendermaflen defi-
niert sind.

Betrachte eine Losung z(¢),t € R, von 2 = A(t)z mit einer stetigen Matrix-Funktion ¢ — A(%) :
R — R™ ™. Dann ist der zugehorige Lyapunov-Exponent oder die exponentielle Wachstumsrate

1
lim —log||=z(t)] -
t—oo t

Man kann zeigen, dass sich im autonomen Fall gerade die Realteile der Eigenwerte von A ergeben.
Im Allgemeinen muss dieser Limes aber nicht existieren und man betrachtet stattdessen etwa
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den Limes superior. Schwierige Fragen ergeben sich, wenn man studiert, wann (etwa fiir eine
linearisierte Differentialgleichung) diese Limites existieren, und ob es dazu eine Zerlegung des
R™ gibt, die analog zur Zerlegung in verallgemeinerte Eigenréiume im autonomen Fall ist (vgl.
Abschnitt 6.2). Dies héngt auch mit der Frage zusammen, ob die Attraktivitét einer Lésung der
nichtlinearen Gleichung folgt, wenn die entlang der Losung linearisierte Gleichung asymptotisch
stabil ist.

7.5 Regelungsprobleme

Fiir technische Systeme sind Instabilitiiten unerwiinscht. Man versucht daher, das Stabilitétsver-
halten von Systemen zu veréindern, also insbesondere Gleichgewichte stabil zu machen. In diesem
Abschnitt werden wir einige grundlegende Ideen dazu diskutieren. Eine allgemeine Einfiithrung in
dieses Gebiet gibt zum Beispiel E. Sontag [14].

Das Analogon zu linearen autonomen Differentialgleichungen sind lineare autonome Kontroll-

systeme, die die Form
z(t) = Az(t) + Bul(t)

mit Matrizen A € R™"™ und B € R™™ haben. Dabei ist ¢ = Az das unkontrollierte (auch
ungesteuerte, ungeregelte) System, das durch Wahl von Steuerungen u beeinflusst werden soll.

Der Einfachheit halber betrachten wir hier nur ein einfaches Beispiel, das Pendelmodell ohne
Reibung

U1 = Yo
Yo = —gsinyj.

Linearisierung im instabilen Gleichgewicht (m,0)7 ergibt die Matrix

0 1] 101
—gcosm O | | g 0|’
wir erhalten also die lineare autonome Differentialgleichung
il = T2
To = gm1
Wir nehmen nun an, dass das Pendel auf einem Wagen montiert ist, dessen Beschleunigung u wir
durch einen Motor beeinflussen kénnen. Die Kontrolle ist hier also eindimensional.
Um den Wagen in unsere Differentialgleichung einzubeziehen, miissen wir zwei weitere Zusténde
hinzunehmen: Die Position x3 des Wagens und seine Geschwindigkeit x4. Die Differentialgleichun-

gen fiir den Wagen lauten dann
:i?g = X4, ¢4 = Uu.

Ebenso beeinflusst u natiirlich das Pendel: wird der Wagen nach links beschleunigt, so bewegt sich
das Pendel nach rechts, weswegen die Differentialgleichung ¢ = —gx; zu

Ty = —gr1 +u

wird. Insgesamt fiihrt dies fiir = (21,72, 23, 24)7 € R* auf das Kontroll- oder Regelungssystem

01 00 0
. ~lg 000 1
T =Azx + Bu= 00 0 1 T+ 0|
0 0 0O 1

Betrachtet man die Losung der linearisierten Pendelgleichung mit Anfangswert nahe 0, so stellt
man fest, dass sich die Losungen vom Ursprung entfernen. Das gleiche gilt fiir die nichtlineare
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Pendelgleichung fiir Startwerte nahe (7,0)7. Unser Ziel ist nun, die Beschleunigung u so zu wiih-
len, dass dies nicht passiert, d.h., wir wollen das Pendel in der instabilen umgekehrten Position
balancieren. Sicherlich miissen wir dabei u mit der Zeit variieren, damit das klappt. Es ist aber im
Allgemeinen nicht ratsam, die dafiir notwendige Beschleunigung u direkt als Funktion der Zeit,
also u = u(t), zu berechnen: Wir miissten die Funktion dann fiir alle Zeiten ¢ > 0 im Voraus be-
rechnen und implementieren, was - wegen der Instabilitéit des Gleichgewichts - bereits bei kleinen
Fehlern dazu fithren wiirde, dass das Pendel am Ende doch wieder umkippt.

Stattdessen nehmen wir an, dass wir die Positionen und Geschwindigkeiten des Pendels und
des Wagens - mithin den Vektor z(¢) - kontinuierlich messen kénnen und die zu jedem Zeitpunkt
anzuwendende Beschleunigung abhiingig von diesem gemessenen Vektor z(t) als u(t) = F(x(t))
fiir eine geeignete Abbildung F' berechnen. Solch eine Abbildung F' heifit Zustandsfeedback oder
auch Zustandsriickfithrung. Da unser Modell linear ist, liegt es nahe, auch die Abbildung F' als
lineare Abbildung von R™ nach R™, hier von R* nach R!, zu wihlen. Das Feedback lisst sich
daher als eine 1 x 4-Matrix

F = (f1, f2, f3, f4) mit f; eR

schreiben. Statt Funktionen w(t) fiir alle ¢ zu berechnen, miissen wir nur noch die vier Eintriige
der Matrix F' berechnen.
Setzt man v = Fx in das Kontrollsystem ein, so erhélt man

&= Az + Bu= Ax + BFz = [A+ BF|z, (7.5.1)

mit der Matrix

0o 1 0 0

| hitg f2 fs f
A+BF=| 7! 0 02 03 14 . (7.5.2)
fi  fo s fa

Um das linearisierte Pendel in der aufrechten Position £ = 0 zu balancieren, miissen wir nun
erreichen, dass z* = 0 asymptotisch stabil wird, also diese Matrix nur Eigenwerte mit negativem
Realteil hat. Zum Beispiel konnen wir versuchen, F' so zu wihlen, dass die Matrix die vier Ei-
genwerte Ay = Ao = A3 = Ay = —1 besitzt. Um dies zu erreichen, gibt es in der Kontrolltheorie
Techniken, die die Matrix mit Hilfe von Koordinatentransformationen in eine geeignete Normal-
form bringen, vgl. Sontag [14, Section 5.1]. Unser Beispiel hier ist aber so einfach, dass wir diese
Techniken nicht brauchen, da man das charakteristische Polynom von A 4+ BF' in Abhiingigkeit
von f1, fa, f3, f4 ganz einfach, zum Beispiel mit MAPLE, berechnen kann. Man erhilt

Xa+Br(A) =det(AM — A — BF) = X + (= f4 = fo)A> + (= f3 — f1 = 9)A° + fagh + fag.
Um nun den vierfachen Eigenwert —1 zu erzeugen, miissen wir f1, fa, f3, f4 so wihlen, dass
XarsrA) = A+ D =X 403 £ 6X2 +4X +1

gilt. Durch sukzessive Bestimmung der Koeffizienten sieht man, dass dies mit

gelingt. Dies Feedback stabilisiert den Ursprung fiir das linearisierte Kontrollsystem, also fiir
& = (A+ BF)z gegeben durch (7.5.2). Wir konnen das gleiche Feedback (angewendet auf die
Abweichung vom Gleichgewicht in der nichtlinearen Gleichung fiir das auf einem Wagen montierte
Pendel verwenden (die Variablen fiir die Position und die Geschwindigkeit des Wagens bezeichnen
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wir jetzt mit y; und ys):

U1 = Y2 (7.5.3)
. . . . 1 4 14
Yo = —gsiny; +u = —gsiny; + Fy = —gsiny; + [—g——b’,——ﬁl,, [y1 — 7,22, Y3, ya]
g g g g
U3 = Y4
. 1 4 1 4
y4:U:F.'L’: _g__67__4a7:| [y1_7773327y37y4]T
g g g g

Man rechnet leicht nach, dass die Linearisierung dieser Differentialgleichung im Gleichgewicht
(7,0,0,0)T die lineare Differentialgleichung (7.5.1) fiir das linearisierte Kontrollsystem mit Feed-
back F ist. Der Linearisierungssatz, Satz 7.2.8, zeigt, dass fiir dieses Feedbacksystem das Gleich-
gewicht (7,0,0,0)T asymptotisch stabil wird, also fiir kleine Auslenkungen aus der Ruhelage.

Es sei noch bemerkt, dass physikalisch korrekt fiir das nichtlineare System auch die Kontrollwir-
kung in der zweiten Gleichung nichtlinear angesetzt werden muss, wir haben hier der Einfachheit
halber in der zweiten Gleichung von (7.5.3) gleich den linearisierten Term u verwendet.
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Kapitel 8

Abhingigkeit von Parametern und
Anfangswerten

In diesem Kapitel diskutieren wir die Anderung in Lésungen von Anfangswertproblemen, wenn sich
die Differentialgleichung in Abhéngigkeit von Parametern dndert. Typische Beispiele fiir Parameter

sind [, g, k in der Pendelgleichung
k
i=——i— g,

l l
also die Pendelléinge, die Proportionalitéitskonstante der Reibung und die Erdbeschleunigung g.
Man kann diese Parameter einzeln oder zusammen betrachten. Wir werden ihren Einfluss auf die
Losungen analysieren. Ebenso werden wir kliren, wie die Lésungen von Anfangswerten abhéngen,
also die Eigenschaften der allgemeinen Losung A(¢; o, Zo),t € Imax(to, To)-

8.1 Stetigkeit

Allgemein betrachten wir fiir Parameter o in R™
= f(t,z, ) (8.1.1)

mit f : D — R"™ definiert auf einer offenen Menge D C RxR"™ xR™. Wir setzen voraus, dass f stetig
und beziiglich x Lipschitz-stetig ist. Dann existiert fiir jedes o und fiir jede Anfangsbedingung

x(tp) = xo mit (to, xo, ) € D
die Losung auf dem maximalen Existenzintervall I;,,,. Um die Abhéngigkeit von « zu verdeutlichen
schreiben wir diese maximale Losung als
A(t;to, o, @), t € Tmax(to, o, @), (to, o, ) € D.
Dies bezeichnen wir auch als die allgemeine Losung der parameterabhéingigen Gleichung (8.1.1).

Beispiel 8.1.1 Betrachte die skalare Differentialgleichung
1
- t2 + Oé2
Die allgemeine Lisung ist, wie man sofort nachrechnet
. | o+ é [arctanﬁ — arctan %"] fir a#0
)\(tytO,mO)_{ $0+i_l fur a=0.

to t

Fiir a # 0 st das mazximale Losungsintervall jeder Losung gleich (—oo, 00), fiir o = 0 ist es gleich
(0,00) oder gleich (—o0,0). Das Lésungsintervall dndert sich hier also drastisch in Abhdngigkeit
von dem Parameter a: Bei einer kleinen Anderung von o wird es sprunghaft gréfSer.

89
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Die folgende einfache Proposition zeigt, dass wir die Abhiingigkeit von dem Parameter als
Abhingigkeit von einem Anfangswert auffassen konnen.

Proposition 8.1.2 Ist A(t),t € I, eine Losung von (8.1.1) mit Anfangsbedingung A(tg) = xo, so

ist (A(t),),t € I, eine Lisung von
@] _ | ftay)
[ ; ] = { ; } (8.1.2)

[y | = [ e

Ist umgekehrt (A\(t), u(t)),t € I, eine Losung dieses Anfangswertproblems, so ist A(t),t € I, eine
Lésung von (8.1.1) mit A(tg) = xo.

mit Anfangsbedingung

Beweis. Dies ist offensichtlich, weil die Lésungen von y = 0 konstant sind. =

Offenbar brauchen wir fiir die Differentialgleichung (8.1.1) Lipschitz-Stetigkeit beziiglich «
nicht, um die Existenz und Eindeutigkeit der Losungen auf maximalen offenen Intervallen zu
zeigen. Die Proposition zeigt, dass die Stetigkeit von Lésungen beziiglich Parametern in der rechten
Seite folgt, wenn wir die Stetigkeit beziiglich Anfangswerten zeigen kénnen. Deswegen diskutieren
wir jetzt dieses Problem.

Satz 8.1.3 FEs sei f: D — R™ mit einer offenen Menge D C R x R™ eine stetige und beziiglich
x Lipschitz-stetige Funktion. Dann ist fir © = f(t,x) jede Lésung A(t;to, xo) fir alle t aus ihrem
mazimalen Ezistenzintervall 1(to,xo) stetig im Anfangswert xo. Dariberhinaus ist sie Lipschitz-
stetig in xg im folgenden Sinn:

Fiir jedes kompakte Intervall I C I(tg,xq) gibt es Konstanten 6 > 0 und Ly > 0, so dass fiir
alle yo € R™ mit ||yo — zol| < 0 die Inklusion I C I(to,yo) und die Ungleichung

[A(t: 0, y0) — At; to, o) | < Li [lyo — ol (8.1.3)
fur alle t € I gilt.

Beweis. Wir beweisen die angegebene Ungleichung fiir alle ¢ € I mit ¢t > ¢y, der Beweis fiir ¢t < g
funktioniert analog.

Da der Definitionsbereich D von f offen ist, kénnen wir fiir das gegebene kompakte Intervall
I ein 01 > 0 finden, so dass die kompakte Menge

K= A{(t,y) € I x R"| ly = At; to, zo)|| < 01}

in D liegt.
Wir beweisen die angegebene Abschiitzung nun zuniichst fiir alle yg € R™ und ¢ € I, fiir die

(s, A(s;to,90)) € K fiir alle s € [0, ] (8.1.4)

gilt. Beachte, dass wegen der Stetigkeit der Losung in ¢ fiir jedes yo mit ||yo — zo|| < 01 ein t > tg
existiert, fiir das diese Bedingung erfiillt ist.

Zum Beweis der Abschiitzung fiir diese yg und ¢ sei L eine Lipschitz-Konstante von f in x auf
der kompakten Menge K (siche Proposition 2.2.6). Damit gilt

HA(t) Z‘;07x0) - A(ta t0790)|| =

20+ / F(5.\(s: to, 0))ds — yo — / F(5, A(s: o, o)) ds

to

t
< Jlzo — ol + / (5 AGss to,20)) — £(5, Als: o, o)l ds

t
< lleo — o + / L [\ (s: o, 70)) — As: to, o) ds.
to
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Mit diesen Umformungen haben wir eine Ungleichung gefunden, auf die wir das Gronwall-Lemma,
Lemma 2.2.7, anwenden konnen: Mit w(t) := ||\(¢;to, o) — At to, yo)l|, @ := ||xo — yol| , 8 := L
gilt

¢
u(t) < a+ B/ u(s)ds fiir alle t € T mit ¢ > ¢,
to

und es folgt u(t) < aef*—*0) also
IN(E: to, 0) = At: to, yo)l| < [lwo — yol| "1 (8.1.5)

Fiir t < to gilt dieselbe Ungleichung mit ||zg — yol| (=%, Damit erhalten wir die gewiinschte
Ungleichung fiir
L= max ellt—tol
tel
Wir miissen noch die Voraussetzung (8.1.4) loswerden. Dafiir miissen wir § > 0 konstruieren, so
dass die Ungleichung fiir alle yo mit ||zg — yo|| < ¢ gilt. Dies erreichen wir, indem wir 6 > 0 so
withlen, dass die Losung A(t;to,yo) fiir alle diese yo und alle t € I,t > tg, in K liegt. Wir setzen
dazu
0= ﬁ
2Ly

Nehmen wir nun an, dass ein Anfangswert yo € R™ mit ||zg — yo|| < ¢ existiert, dessen zugehorige
Losung A(t;to,y0) zu einer Zeit t € I,t > to nicht mehr in K liegt. Dann gibt es wegen der
Stetigkeit der Losung in ¢ eine minimale Zeit t; > tg, zu der die Losung gerade am Rand der
Menge K liegt, also

[A(t1520, w0) — Alt1;to, yo)l| = 61 (8.1.6)

und
[IA(E; to, xo) — A(E;t0, o) || < 1 fiir alle ¢ € [to, t1).

Auf dem Intervall [tg, 1] liegt die Losung also in K, weswegen wir die Ungleichung (8.1.5) fiir
t = t; anwenden konnen. Wegen ||zo — yo|| < 6 und der Wahl von § ergibt dies

IA(e15t0, 20) = At t0,0)l < Lo lleo — voll < 2
im Widerspruch zu (8.1.6). Also liegen alle Losungen mit Anfangswert ||zo — yo| < § fiir alle
Zeiten t € I,t > tp, in K und erfiillen daher die gewiinschte Ungleichung.

Analog argumentiert man fiir ¢t < 5. m

Eine unmittelbare Folgerung aus Proposition 8.1.2 und Satz 8.1.3 ist die Stetigkeit beziiglich
Parametern auf der rechten Seite. Wir erhalten das folgende wichtige Korollar.

Korollar 8.1.4 Betrachte die parameterabhingige Differentialgleichung (8.1.1)
&= f(t7 Zz, O()

mit einer Funktion f : D — R"™, definiert auf einer offenen Menge D C R x R™ x R™ und stetig
und beziiglich x Lipschitz-stetig. Dann ist jede Losung A(t; to, o, ) fir alle t aus threm mazimalen
Ezistenzintervall I(tg, xo, «) stetig in (g, ).

Beweis. Wende Satz 8.1.3 auf die Differentialgleichung (8.1.2) an. m
Diskussion der Lipschitz-Konstante. Beachte, dass die im Beweis errechnete Lipschitz-
Konstante
L1 := max ellt—tol,
tel
um so grofer wird, je groBler das Intervall I gewiihlt wird. Dies erklirt, warum die Instabilitét

von Gleichgewichten kein Widerspruch zur Stetigkeit der Losungen im Anfangswert ist: Fiir grofle
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Intervalle kann die Lipschitz-Konstante so groff werden, dass selbst Losungen zu sehr nahe bei-
einanderliegenden Anfangswerten nach einer hinreichend langen Zeit stark voneinander abweichen
konnen.

Wie nah ist die im Beweis berechnete Konstante aber nun an der tatséichlichen Lipschitz-
Konstante der Losung? Liefert L; eine scharfe Abschétzung, oder iiberschitzen wir die richtige
Konstante damit? Die Antwort auf diese Frage hiingt ganz von der betrachteten Differentialglei-
chung ab. Um dies zu veranschaulichen, geniigt die bekannte einfache skalare lineare Differential-
gleichung

T =cx (8.1.7)
fir ¢ € R. Fiir diese rechnet man leicht nach, dass die Lipschitz-Konstante des Vektorfeldes
f(z) = cx gerade L = || ist. Betrachten wir die Anfangszeit ¢y = 0 und das Intervall I = [0, T,
so erhalten wir aus dem Beweis von Satz 8.1.3 die Lipschitz-Konstante L; = ell”. Die Losungen
der Gleichung (8.1.7) sind bekanntlich gegeben durch

z(t) = mpe.
Auf dem Intervall I konnen wir die exakte Lipschitz-Konstante L.;qk: mittels

IA#: 0, 20) = A0, 50) | = [Jzoe™ — yoe™|| < lzo — ol e = |wo — yo| maxe

als

eT, ¢>0
Lexakt - { 1’ c<0

errechnen. Wir sehen: Fiir ¢ > 0 ist L; = €T = T = L., und wir erhalten aus Satz 8.1.3

tatséichlich eine scharfe Abschitzung der exakten Lipschitz-Konstante. Fiir ¢ < 0 hingegen folgt
L[ = 6LT = e_CT und Leﬂlkt =1.

d.h. wenn |¢|T grof ist, iiberschéitzen wir die exakte Lipschitz-Konstante betréichtlich!

Stetigkeit in der Anfangszeit. Zum Abschluss dieses Abschnitts betrachten wir noch die
Stetigkeit der Losung beziiglich der Anfangszeit tg, die sich mit Hilfe der bereits bekannten Ste-
tigkeit beziiglich zy beweisen lisst.

Satz 8.1.5 Fs sei f: D — R™ mit einer offenen Menge D C R x R™ eine stetige und beziiglich
x Lipschitz-stetige Funktion. Dann ist jede Losung \(t;to, zo) von & = f(t,x) fir alle t aus ihrem
mazimalen Existenzintervall I(to,xo) stetig in der Anfangszeit to.

Beweis. Wir beweisen die Stetigkeit, indem wir fiir eine beliebige Folge von Anfangszeiten ;. die
Implikation

tk — t() impliziert )\(t; tk,xo) — )\(t; to, iEo)
zeigen, vorausgesetzt, dass die t; hinreichend nahe an t( liegen. Zum Beweis der Implikation nutzen
wir die Kozykluseigenschaft

)\(t; tk, 5[:0) = )\(t; to, )\(ﬁo; tk, xo))

aus. Nach Satz 8.1.3 ist A(¢;¢o,) stetig, also geniigt es, A(to,tx, o) — xo zu zeigen. Aus der
Integraldarstellung der Lésung folgt

to

A(to, tr, x0) = xo + f(s,A(s, th, z0))ds.
tk

Wie im Beweis des Satzes von Picard-Lindelof, Satz 2.4.4, zeigt man, dass || f(s, A(s; g, o)) fiir
alle s aus dem Integrationsintervall und alle ¢; hinreichend nahe an ¢ty durch eine Konstante M
beschrinkt ist. Daraus folgt

< |to —tw| M.

IAto, b, 20) — 20| = ‘

/to f(s, A(s;tg, z0))ds

und daher ||A(to, tx, To) — xo|| — O fiir K — oo, also A(tg, tg, o) — xg. Dies zeigt die Behauptung.
]
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8.2 Differenzierbarkeit

In diesem Abschnitt diskutieren wir die Differenzierbarkeit der Losung von & = f(¢,2) nach An-
fangswerten. Wir haben im vorhergehenden Abschnitt gesehen, dass die Lipschitz-Stetigkeit von f
beziiglich x die Lipschitz-Stetigkeit der Losung beziiglich des Anfangswertes zy impliziert. Es stellt
sich daher in natiirlicher Weise die Frage, ob man auch Differenzierbarkeit der Losung beziiglich
2o erwarten kann, wenn man Differenzierbarkeit von f beziiglich x voraussetzt. Dies ist tatséch-
lich der Fall, wie wir in diesem Abschnitt sehen werden. Bevor wir die stetige Differenzierbarkeit
nachweisen, iiberlegen wir uns zuniichst, wie die Ableitung aussehen muss, falls sie existiert Eine
formale Rechnung zeigt fiir die Ableitung d%gA(t; to, xo) € R™*™ der Losung A(t; to, xo) nach dem
Anfangswert xg, dass

d d d d

d 0
@T%)‘(t’to’%) = A(t; to, zo) = T%f(t’ At to, o)) = )

d
= deodt ?f(tA(tathzO))T%A(t)t07x0)'

Wir erwarten daher, dass die Ableitung nach dem Anfangswert die entlang der Losung linearisierte
Differentialgleichung erfiillt, und beginnen mit einer Differenzierbarkeitseigenschaft von f.

Proposition 8.2.1 Essei f: D — R", D C RxR" offen, stetig, fir alle t nach z differenzierbar,
und die Ableitung sei stetig in (t,z). Dann ist die Jacobi-Matriz Dy f(t,z) = %(t, x): D — R™"
stetig und fiir jede kompakte Teilmenge K C D existiert eine Funktion r : R — R mit

1f(ty) = f(t2) = Do f(t,2)(y — 2)|| < r(lly — =)

fir alle (t,z), (t,y) € K und
r(a)

lim =0.
a—0,a#0 «

Dies beweist man #hnlich wie Proposition 2.2.6, die eine #hnliche Aussage fiir Lipschitz-
Stetigkeit enthilt. Ferner impliziert nach Proposition 2.2.4 die obige Bedingung, dass f Lipschitz-
stetig in x ist.

Im Folgenden betrachten wir eine Losung A(¢; o, xo) der Differentialgleichung & = f(¢,2) und
ein kompaktes Intervall I C I(to,zo). Entlang der Losung definieren wir

0
A(t) == 8—f(t, At;to, o)), t € 1. (8.2.1)
z
Mit Hilfe dieser zeitabhéngigen Matrix kénnen wir nun die lineare nichtautonome Differentialglei-
chung

A(t) = A(t)2(t) (8.2.2)

aufstellen, die sogenannte Linearisierung oder Variationsgleichung von = = f(t,z) entlang
der Losung A(¢; to, o). Thre Losung mit Anfangsbedingung z(tg) = 2o ist durch ®(¢,t0)zo gegeben,
wobei ®(t,tg) die Ubergangsmatrix aus (6.1.5) ist.

Um die Differenzierbarkeit nach xy nachzuweisen und die Ableitung zu berechnen, zeigen wir
im folgenden Lemma zunéchst eine explizite Abschiitzung iiber den Zusammenhang zwischen
)\(t; lf()7 yo), )\(t; to, .’L‘()) und q)(t, to)(yo — .’L‘o).

Lemma 8.2.2 Betrachte eine nichtlineare Differentialgleichung © = f(t,x), deren Vektorfeld f
die Eigenschaften aus Proposition 8.2.1 erfillt. Es sei A(t;to,xo) eine Lisung der Gleichung und
®(t,tg) die Ubergangsmatriz der Linearisierung gemdp (8.2.1). Zudem sei ein kompaktes Intervall
I C I(to, o) und ein e > 0 gegeben. Dann gibt es ein § > 0, so dass fiir jeden Anfangswert yo € R™
mit ||yo — xol|| < ¢ und alle t € T die folgende Abschitzung gilt:

IA(t;t0, y0) — A(t5to, zo) — (¢ t0) (Yo — zo) || < €llyo — ol -
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Beweis. Wir wiihlen eine Anfangszeit tg € I und einen Anfangswert xzy. Aus Satz 8.1.3 folgt die
Existenz von ¢ > 0 und L; > 0, so dass fiir alle Anfangswerte yo mit ||yo — zo|| < d und alle t € T

At to, yo) — Altito, zo)|| < Li llyo — @ol| -
Wir definieren die kompakte Menge
K={(t,y)ltelund |ly— A(t;to,zo)|| < L0}
und die Funktion
pt.y) = f(t,y) — f(t, At to, 20)) — A(t) [y — At to, z0)] -
Fiir (t,y) € K gilt dann nach Proposition 8.2.1 die Abschétzung
p(t,y) < r(lly = At; to, zo))-
Wihle nun € > 0 und setze T := maxyey |t — to| und M := max; s¢1 ||®(; )|, wobel wir die von

der Euklidischen Norm induzierte Matrixnorm verwenden, also.||®(¢; s)|| := supyj,, <1 [[®(; 8)z([5;

dann ||®(¢; s)x||, < ||P(2;9)| ||z]|5. Aus den Eigenschaften von r folgt, dass ein 6; > 0 existiert mit

9
- <
(v =2l) < 57

fiir alle z,y € R™ mit ||y — z|| < §;. Wir kénnen annehmen, § < §; und § < §1/Ly gilt. Fiir jeden
Anfangswert yo € R™ mit ||yo — zo|| < 0 und alle t € I gilt dann

ly — |

A(t; 2o, yo) — Ats to, mo) = f(t, A(t; Lo, y0)) — [ (2 AL to, x0))
= A(t) [A(t; to, yo) — At to, 0))] + p(t, At to, yo))-
Die Funktion
2(t) = A(t; to, yo) — At to, o)
erfiillt also die lineare inhomogene Differentialgleichung
2(t) = A@)z(t) + p(t; A5 to, yo) mit 2(to) = yo — o-
Mit der Variation-der-Parameter-Formel fiir die Losung dieser Gleichung gilt
t
z(t) = ®(,t0)(yo — o) +/ ®(t, s)p(s, A(s; Lo, yo))ds.
to

Also folgt fiir t € I, wie behauptet,
[A(t: 0, yo) — Altsto, wo) — @(t,20) (Yo — @o) || = [|2(2) — (¢, 20) (Yo — o)

- ‘ /tq)(t, s)p(s, A(s;to, yo))ds

to
t

< / 102, 9)I| [1o(s, ACs: to, o)) ds
to

< MTSUII)T(H)\(S; to, o) — A(s; to, Tol|)
ES
g

< MT——1L — < — .
< MTL, 1 lvo — woll < e lyo — zol|

]
Bemerkung 8.2.3 Mit anderen Worten liefert dieser Satz die Approzimationseigenschaft
At;to, wo) + (¢, t0) (Yo — o) = A(t; Lo, Yo),

deren Giite von der Anfangsdifferenz zy := yo — xg abhdngt und deren Approzimationsfehler fir
zo — 0 schneller als linear abnimmt, also schneller als c||zo| fiir jede Konstante ¢ > 0.
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Der folgende Satz zeigt nun, dass sich mit der Abschétzung aus Lemma 8.2.2 leicht die Diffe-
renzierbarkeit der Lésung nach xg folgern lisst.

Satz 8.2.4 Essei f: D — R™, D C RxR"™ offen, stetig, fir alle t nach x differenzierbar, und die
Ableitung sei stetig in (t,x). Dann ist die Losung A(t;to, o) von & = f(t,x) fir jeden Zeitpunkt
t € I stetig differenzierbar im Anfangswert xo mit Ableitung

d
—X(t;t = ®O(t,t
dCEO ( 3 073?0) ( ) 0)5

wobei ®(t,to) die Ubergangsmatriz der Linearisierung (8.2.2) ist.
Beweis. Sei ¢ > 0 beliebig, 6 > 0 aus Lemma 8.2.2 und yo € R™ mit |lyo — zo|| < § . Dann gilt

[A(t;t0, yo) — At to, zo) — P(L, t0) (Yo — o)l <e
o — o B

Da € > 0 beliebig ist, ergibt sich

lim [A(t; 0, Y0) — At t0, 20) — (¢, 0) (Yo — o) ||
Yo—Z0,Y0~T0 ”yO - -’L‘OH
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also die Differenzierbarkeit nach dem Anfangswert mit Ableitung ®(¢,t). Wegen (8.2.1) und Ko-
rollar 8.1.4 hiingt A(t) = Z f(t; A(t;to, z0)) stetig von zy ab. Damit héingt, wieder nach Korollar
8.1.4, auch die Losung der linearisierten Differentialgleichung stetig von xy ab. Schlieflich folgt,
dass auch die Matrix ®(¢, o) stetig von zy abhiingt, also gilt die stetige Differenzierbarkeit. m

Bemerkung 8.2.5 Fiir alle zy € R" ist die Ableitung in Richtung zg

d
TmA(t; to, z0)zo0 = ®(t,0)z0.

Kurz kann man das auch so ausdriicken: Die Linearisierung nach dem Anfangswert ist durch die
linearisierte Differentialgleichung gegeben.

Bemerkung 8.2.6 In Zusammenhang mit asymptotischer Stabilitdt haben wir fir autonome Dif-
ferentialgleichungen schon die Linearisierung in einem Gleichgewicht x* betrachtet. Dies ist einer-
seits ein Spezialfall der hier betrachteten Linearisierung, namlich entlang der konstanten Losung
A(t;0,2*) = x*. Andererseits haben wir dort das unbeschrinkte Zeitintervall [0, 00) betrachtet.

Bemerkung 8.2.7 Die Losung einer parameterabhingigen Differentialgleichung (8.1.1)
&= f(t,z,q)
ist auch C' in o, wenn die Bedingungen von Satz 8.2.4 fiir (z,«) (anstelle von x) ist.

Bemerkung 8.2.8 Indem man Satz 8.2.4 iterativ auf die Variationsgleichungen anwendet, kann
man beweisen, dass die Lisung p-mal stetig differenzierbar nach xo (sowie nach eventuellen Pa-
rametern) ist, wenn das Vektorfeld f eine CP-Funktion ist (vgl. Amann [2]).

Im folgenden Korollar schreiben wir den autonomen Spezialfall von Satz 8.2.4 noch einmal auf.

Korollar 8.2.9 Betrachte i = f(z) mit einer C1-Funktion f : D — R™definiert auf einer offenen
Teilmenge D C R™. Dann ist der Fluss ¢(t;xo) stetig nach xq differenzierbar und d%ogo(-,xo)zo
ist die Lésung von

2= 2 flpltm)z, =(0) = =0
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Abbildung 8.1: Eine Trajektorie der Lorenz-Gleichung

Der linearisierte Fluss ist die allgemeine Losung der linearisierten Differentialgleichung. Man
beachte, dass auch hier der Ubergang zu einer nichtautonomen (linearen) Differentialgleichung
notig ist, falls nicht in einem Gleichgewicht z* linearisiert wird. Wenn man

i = f(x)
Y= a% (x)y

als gekoppeltes System betrachtet, erhilt man allerdings wieder eine autonome Differential-
gleichung; hierbei héngt die erste Komponente x nicht von der zweiten Komponente y ab. Den
zugehorigen Fluss bezeichnet man auch als Schiefproduktfluss.

Die linearisierte Differentialgleichung beschreibt auf endlichen Zeitintervallen, wie sich nahe
beieinander startende Losungen verhalten. Es gibt Beispiel von Differentialgleichungen, bei denen
fiir jeden Anfangswert nahe dabei startende Losungen wegeinanderlaufen (weil die linearisierten
Differentialgleichungen instabil sind), obwohl alle Lésungen fiir ¢ > 0 beschriinkt bleiben. Dies
fithrt dazu, dass ldngerfristige Voraussagen (bei nicht exakt bekanntem Anfangswert) unmoglich
sind. Ein beriihmtes Beispiel ist die Lorenz-Gleichung in R?, die von Lorenz (1963) als (stark)
vereinfachtes Modell von Wetterphdnomenen untersucht wurde:

Lt’l = 10({,62 — .’)31)
.’bg = 28{E1 — Ty — T1X3

Ztg = T1T2 — 8/31‘3

Figur 8.1 prisentiert eine typische (numerisch berechnete) Trajektorie. Fiir die Lorenz-Gleichung
zeigen die Trajektorien allerdings auch bei sehr kleinen Anderungen des Anfangswerts sehr unter-
schiedliches Verhalten..
Wie oben diskutiert, fithrt die Linearisierung entlang einer Losung auf eine nichtautonome
lineare Differentialgleichung der Form
z=A()x (8.2.3)

mit einer stetigen Abbildung ¢t — A(t) : R — R™ " (mit n = 3 fiir die Lorenz-Gleichung). Die
Stabilitéitseigenschaften solcher Differentialgleichungen kann man héufig durch ihre Lyapunov-
Exponenten beschreiben: Fiir einen Anfangswert zg € R"™, z¢ # 0, zur Zeit t; = 0 ist der Lyapunov
Exponent der Losung o(t; 0, z) definiert als ihre exponentielle Wachstumsrate, gegeben durch

1
Jim, —n | (t0, z0)]|

(der Limes muss nicht existieren!). Ist der Lyapunov-Exponent negativ, so konvergiert die Trajek-
torie gegen 0, ist er positiv, so divergiert sie. Hiufig ldsst sich daraus schlieffen, dass Trajektorien
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der nichtlinearen Differentialgleichung lokal exponentiall schnell auseinanderlaufen. Die Theorie
der Lyapunov-Exponenten ist ein Ausgangspunkt der allgemeinen Theorie dynamischer Systeme.

8.3 Verzweigung von Ruhelagen

In diesem Abschnitt diskutieren wir kurz das Verzweigungs- oder Bifurkationsverhalten von Dif-
ferentialgleichungen. Wir betrachten eine Parameter-abhéingige Differentialgleichung der Form

&= f(z,a) (8.3.1)

mit Parameter & € R und eine Funktion f : D — R", definiert auf einer offenen Teilmenge
D C R*"L. Fiir aq besitze die Differentialgleichung eine Ruhelage o, also f(xq,ag) = 0.

Unter welchen Voraussetzungen besitzt die Differentialgleichung fiir Parameter o nahe o weite-
re Ruhelagen in der Néhe von x¢? Wieviele Ruhelagen gibt es, und welche Stabilitdtseigenschaften
haben sie? Diese Fragen sind Gegenstand der ausgedehnten Bifurkationstheorie von Differential-
gleichungen.

Allgemein versteht man unter einer Verzweigung eines von einem ”externen* Parameter ab-
hingigen dynamischen Systems die Anderung von qualitativen Eigenschaften seiner Losungen. Die
Detektion (und Klassifizierung) von Verzweigungen ist in Anwendungen von gréfitem Interesse,
da so gut wie jedes (technische) System von Parametern abhingt, deren Wahl entscheidend das
Systemverhalten beeinflussen kann.

Wir betrachten also eine autonome gewthnliche Differentialgleichung (8.3.1), bei der das Vek-
torfeld f zusitzlich von einem externen Parameter o« € R abhéngt. In diesem Abschnitt nehmen
wir an, dass f (nach z und «) stetig differenzierbar ist.

Die Sattel-Knoten-Verzweigung

Angenommen, das System hat fiir einen Parameterwert o = g eine Gleichgewichtslsung
2o € R", d.h. 0= f(xg,p). Aus dem Satz iiber implizite Funktionen erhalten wir das folgende
Lemma.

Lemma 8.3.1 Es sei f(xg,a0) = 0 und Df(zo,a0) € R"*™ Y habe mazimalen Rang n. Dann
1st

F7H0) = {(z, )| f(z,a) =0}
in der Nihe von (zg,ag) eine Kurve (z(s),a(s)) mit s in einem offenen Intervall.

Falls D, f(zq, ag) regulér ist, dann ist diese Kurve lokal durch « parametrisierbar, d.h. dann
gibt es fiir & nahe ag eine Kurve z(«) mit f(z(a), @) =0, und D, f(z(a), «) ist regulédr fiir diese
a.

Interessant ist nun der andere Fall, wenn D, f(zo, o) singulér ist. Es gebe genau einen Eigen-
wert gleich 0. Ferner sei wieder vorausgesetzt, dass der Rang von D f(xo, ap) maximal ist. Dann
gilt Do, f (20, ap) # 0 und im eindimensionalen Fall (n = 1) ist die Kurve lokal durch x parametri-
sierbar. Auflerdem folgt in diesem Fall aus der Kettenregel angewandt auf 0 = f(x, a(z))

0= D, f(zo,0) + Daof(zo,20) (x0) = Do f(x0, ) (x0). (8.3.2)
Es folgt o/ (xg) = 0. Gelte dariiberhinaus

Dy f (20, a0) # 0,
Dann ergibt sich wie in (8.3.2) aus der Kettenregel

d2
0= Ef(m7a(z)) |9C=’Jfo

d
= %[Dxf(x,a(x)) + Daf(z,oc(z))o/(x)} |x=xo
= Dy (20, @) + Do f (0, a0)e/ (20) + Dya f (0, at9)e (20) + Daa f (0, 20)a’ (z0)?
+ Do (20, 9)” (z0)
= Dmmf(:'EOa Oé()) + Da (xOJ Oz())Oz”(.'IJ()).



98 KAPITEL 8. ABHANGIGKEIT VON PARAMETERN UND ANFANGSWERTEN

Es folgt, dass a(zg) # 0. Die Kurve (z, a(x)) von Gleichgewichten hat folglich in z( ein lokales
Extremum beziiglich . Aus der Sicht des Parameters « bedeutet dies: fiir @ > ap (oder a < ay,
je nach Vorzeichen von o/ (xg)) gibt es zwei Gleichgewichte in der Nihe von zg, fiir o < ag (bzw.
fiir @ > ) dagegen keines.

Beispiel 8.3.2 Die Differentialgleichung in R
t=2a?—a, mita€R, (8.3.3)
besitzt fir « > 0 die Gleichgewichte x* = +/a, fiirr oo =0 nur x =0, und fiir a < 0 keine.

Eine solche Anderung der Dynamik in der Nihe von z bei Variation des Parameters « in der
Nihe von a nennt man Sattel-Knoten-Verzweigung (bei ag) — der Name wird versténdlich, wenn
wir diese Verzweigung bei hoherdimensionalen Systemen untersuchen.

Zuniichst wollen wir uns aber noch die Stabilitéitseigenschaften der beiden Gleichgewichte fiir
o > ap anschauen. Im Beispiel 8.3.2 ist wegen D, f (2%, ) = +2/a das Gleichgewicht 2+ instabil,
x~ dagegen stabil.

Der Name ”Sattel-Knoten-Verzweigung “ wird versténdlich, wenn wir das Vektorfeld (8.3.3) um
Koordinaten erweitern, deren Dynamik nicht von « abhéingt.

Beispiel 8.3.3 Wir betrachten das System

e

y=-y

Offenbar besitzt dieses System fiir « > 0 die beiden Gleichgewichte (++/c,0). Das Gleichgewicht
(=@, 0) ist stabil (ein "Knoten®), (\/,0) dagegen ist ein ”Sattel“, d.h. besitzt jeweils eine ein-
dimensionale stabile und instabile Mannigfaltigkeit. Fir o — 0 laufen die beiden Gleichgewichte
auf der x-Achse im Ursprung zusammen, fiir a < 0 besitzt das System keine Gleichgewichte mehr.
Daher erkldart sich der Name Sattel-Knoten- Verzweigung.

Die Pitchfork-(Heugabel-)Verzweigung. Die Sattel-Knoten-Verzweigung ist die ,typi-
sche” Verzweigung, wenn man nur einen Parameter « im Vektorfeld variiert: gilt D, f(xo, ag) = 0,
dann ist ,typischerweise” nicht gleichzeitig auch D, f(zo, @) = 0 oder D, f (2o, a0) = 0 — auBer
in Spezialfillen. Ein solcher Spezialfall ist die Gleichung

&= o — 3.
Hier gilt tatséichlich D, f(0,0) = 0 und D, f(0,0) = 0. Die Gleichung besitzt das Gleichgewicht
x = 0 fiir alle o, sowie die beiden Gleichgewichte z¥ = +./a fiir a > 0. Offenbar verliert = 0
bei o = 0 seine Stabilitdt an die beiden anderen Gleichgewichte.

Die Hopf-Verzweigung. Charakteristisch fiir die Sattel-Knoten-Verzweigung ist, dass bei
Variation des Parameters « ein reeller Eigenwert der Jacobi-Matrix D, f(z, «) die Null durchlguft.
Analog erhiilt man eine qualitative lokale Anderung der Dynamik (also eine Verzweigung), wenn
unter Variation von « der Realteil eines Paares komplexer Eigenwerte von D, f(x, «) die imaginére
Achse passiert.

Beispiel 8.3.4 Betrachten wir das System
i=—y—az(a+z®+y?)
g=a—yla+az®+y?)

mit dem reellen Parameter o.. Offenbar ist (0,0) fir alle o ein Gleichgewicht. Die x-Ableitung des
Vektorfelds in (0,0) ist
—a -1
-
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mit den Figenwerten —a=+ i. Fir a > 0 ist der Ursprung also stabil, fiir o < 0 instabil. Fir o <0
existiert in der Néihe des Ursprungs ein (stabiler) periodischer Orbit. Tatsdchlich lisst sich die
Exzistenz dieses periodischen Orbits leicht nachweisen, wenn man das System in Polarkoordinaten
x =rcosf, y =rsinf betrachtet:

F=—r(a+7r?)

0=1.

Offenbar liegt fiir die r-Gleichung eine Pitchfork-Verzweigung bei o = 0 wvor, fiir a < 0 hat diese
Gleichung das stabile Gleichgewicht ro = v/—a, das dem stabilen periodischen Orbit des Gesamt-
systems entspricht.

Die wichtigste Bedingung fiir das Vorliegen einer Hopf-Verzweigung in z° fiir a = oY ist, dass
fir Gleichgewichte x(a) von @ = f(x, ) mit x(a’) = 2° die Linearisierung D, f(x, «) ein Paar
von komplexen Eigenwerten p(a), p(«) mit den folgenden Eigenschaften hat:

w(a?) = iw, p(a) = —iw mit 0 # w € R, und % Re (@) |g=a0 # 0.

Eine exakte Formulierung findet man zum Beispiel in Robinson [13, Chapter IV, Theorem 5.2]
oder in Griine/Junge [7, Satz 10.9], Aulbach [4, Abschnitt 7.11].
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